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I.  Abschnitt. 

Koordinaten  und  Pankt. 

§  1.  Definition  von  Koordinaten. 

Unter  den  Koordinaten  eines  Punktes  ver- 
steht man  den  Rechnungsregeln  unterworfene 
Grössen  (Zahlen),  welche  durch  die  Lage 
des  Punktes  bestimmt  sind,  und  durch  deren 
Werte  umgekehrt  die  Lage  eines  Punktes  be- 
stimmt werden  kann. 

Entsprechend  ist  die  Erklärung  von  Koordinaten 
einer  Linie,  Fläche  etc.  Wir  beschränken  uns  zunächst 
auf  Punkte,  und  zwar  auf  Punkte  einer  Ebene. 

Am  gebräuchlichsten  sind  Parallelkoordinateu. 

Man  zieht  in  der  Ebene  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0  (Fig.  1)  zwei  Gerade,  die  Axen;  dann  sind 
durch  jeden  Puukt  der  Ebene  zwei  Grössen  (Zahlen) 
bestimmt,  nämlich  die  Masszahlen  der  Längen  seiner 
Abstände  von  den  Axen,  jeden  gemessen  parallel  der 
andern  Axe  in  einer  willkürlich  festgesetzten  Längen- 
einheit. Damit  auch  umgekehrt  zwei  Zahlen  einen 
Punkt  bestimmen,  dessen  Abstände  von  den  Axen  sie 
messen,  ist  zunächst  nötig,  dass  man  weiss,  auf  welche 
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T.  Absclniitt.     Koordiiiafi-ii  und  Punkt. 


Axe  sich  jede  Zabl  bezieht.  Man  hat  dann  nur  die 
gegebenen  Ahstands- Grössen  vom  Punkt  0  aus  auf  den 
Axeu  abzutragen  und  durch  die  Endpunkte  dieser 
Strecken  die  Parallelen  zu  den  Axen  zu  ziehen ;  die 
Schnittpunkte  dieser  Parallelen  sind  Punkte ,  deren 
Abstände  von  den  Axeu  durch  die  gegebenen  Zahlen 
gemessen  werden.  Die  Konstruktion  ergiebt  aber  vier 
Punkte  (Fig.  1) :  P,  5  P^ ;  P3 ;  P^.     Um   durch  die  ge- 


Fig.  1. 


gebenen  Zahlen  auszudrücken,  welchen  von  diesen  vier 
Punkten  man  bestimmen  will,  unterscheidet  man  die 
beiden  von  0  ausgehenden  Richtungen  jeder  Axe  als 
positiv  und  negativ  und  fordert,  dass  diege- 
gebenenZahlen  dem  Vorzeichen  nach  bestimmt 
sind.  Die  so  mit  Vorzeichen  versehenen  Masszahlen 
der  Abstände  sind  Koordinaten  gemäss  der  Definition 
und  heissen:  Parallelkoordinaten. 

Der  Punkt  0   (vom  lat.  Origo  Ursprung)   hat  die 


§  1.    Definition  von  Koordinaten.  11 

Koordinaten  0,0  und  heisst  Anfangspunkt  oder 
Nullpunkt.  Die  Konfiguratiou  beider  Axen  heisst 
Koordinatensystem  oder  Axensy  s  t  em.  Der  AVin- 
kel  zwischen  den  positiven  Zweigen  (Hälften)  der  Axen 
heisst  Koordinatenwinkel,  und  zwar  denkt  man 
ihn  dadurch  erzeugt,  dass  sich  der  positive  Zweig  der 
als  erste  bezeichneten  Axe  um  0  entgegengesetzt  dem 
Sinne  des  Uhrzeigers  dreht,  bis  er  mit  dem  positiven 
Zweig  der  zweiten  Axe  zusammenfällt;  diese  Art  der 
Drehung  (entgegengesetzt  dem  Sinne  des  Uhrzeigers) 
heisst  positive.  Der  Koordinatenwinkel  wird  mit  w 
bezeichnet ;  ist  w  ungleich  (Zeichen  der  Ungleich- 
heit: =1=)  90°,  so  heisst  das  System  ein  schiefes,  ist 
w  =  90°,  so  heisst  es  rechtwinklig  oder  orthogo- 
nal. Man  beschränkt  w  auf  spitze  oder  rechte  Win- 
kel, d.  h.  90°  nimmt  man  als  Maximum  für  w.  Meist 
zeichnet  man  die  erste  Axe  horizontal,  setzt  als  posi- 
tiven Zweig  den  von  0  nach  rechts  gehenden  fest  und 
nennt  die  auf  ihr  bezw.  in  ihrer  Richtung  gemessene 
Koordinate :  Al)scissc,  gewöhnlich  mit  x  bezeichnet,  die 
Axe  selbst  heisst  Abscissenaxe  oder  X-Axe,  ihre 
Zweige:  -{-  X  und  —  X.  Auf  der  andern  Axe,  der 
Ordinatenaxe,  heisst  die  Koordinate:  Ordinate 
(auch  Applicate),  sie  wird  meist  mit  y  bezeichnet,  und 
die  Axe  auch  Y-Axe  genannt,  ihr  positiver  Zweig  +  Y 
wird  meist  nach  oben  gerichtet,  links  vom  Strahl  -|-  X. 
Ist  das  System  rechtwinklig  und  X  horizontal,  so  ist 
Y  vertikal.  Diese  Festsetzung  ist  aber  keineswegs 
bindend,  an  und  für  sich  ist  das  Axensystem  betreffs 
seiner  Lage  in  der  Ebene  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen. 
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Dio  Axeu  teilen  die  Ebene  in  4  Teile,  bei  recht- 
winkligem System  sind  die  Teile  gleich,  also  Quadranten, 
der  Teil  zwischen  +  X  und  +  Y  ist  No.  I,  zwischen 
-|-  Y  und  —  X  ist  II,  zwischen  —  X  und  —  Y  liegt 
III,  zwischen  —  Y  und  -(-  X:  IV.  Für  alle  Punkte 
in  I  sind  x  und  y  grösser  als  0  (Zeichen  für  grösser  >  , 
für  kleiner  <),  für  alle  in  II  ist  x  <  o,  y  >  o;  in  III 
ist  X  <  o ;  y  <  o;  in  IV  ist  x  >  o,  y  <  o.  Nach  dem 
sogenannten  Dr obisch'schen  Prinzip  der  Unikehrhar- 
keit  eindeutiger  Zuordnungen  (das  aber  schon  früher 
von  M  ö  b  i  u  s  aufgestellt  ist)  sind  diese  Sätze  umkehrbar. 

§  2.  Polarkoordinaten. 

Durch  einen  Punkt  0,  den  Nullpunkt  oder  Pol 
(griechisch,  so  viel  wie  DrehjDunkt),  zieht  man  einen 
Strahl 0 A (Fig.  2),  die  P  o  1  a  r a x  e  (auch  A  x  e  schlechtweg); 


Fig.  2. 
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dann  bestimmt  irgend  ein  Punkt  P  durch  seine  Lage  die 
Länge  von  0  P  und  den  Winkel  A  0  P  zwischen  der 
Axe  0  A  und  0  P.  Dieser  Winkel  wird  als  durch 
Drehung  im  positiven  Sinne  (cf.  §  1),  durch  positive 
Drehung,  erzeugt  betrachtet ,  und  dieser  Sinn  wird, 
wenn  nichts  besonderes  festgesetzt  ist,  stets  vorausgesetzt, 
so  dass  z.  B.  A  0  P  und  P  0  A  zusammen  4  Rechte 
sind.  Lässt  man ,  wie  meistens ,  zu ,  dass  der  sich 
drehende  Strahl  die  Ebene  beliebig  oft  bedeckt,  so  ist 
Winkel  A  0  P  durch  die  Lage  von  P  nur  bis  auf  be- 
liebige Vielfache  von  4  Rechten  bestimmt.     Der  Strahl 

0  P  heisst  Leitstrahl  oder  radius  vector,  auch 
bloss  radius  oder  bloss  vector  des  Punktes  P,  und  ebenso 
wird  die  absolute  Länge  von  0  P  genannt  und  meist 
mit  r  bezeichnet.  DerWinkelAOP  wird  nicht 
in  Grad-,  sondern  in  Bogen mass  gemessen. 

[Erklärung  von  Bogen  mass:  Da  der  AVinkel 
sich  zur  Ebene  verhält,  wie  jeder  Bogen  zwischen  seinen 
Schenkeln,  dessen  Zentrum  im  Scheitel  liegt  (Zentri- 
winkel),   zum  Vollkreis,    so    hat    man    die    Proportion 

1 

^~:  =  T^ >  wo  w  die  Zahl  der  Grade    des  Winkels, 

360        2  r  71  ^  ' 

1  den  Bogen,  r  den  Radius,  tt  die  Ludolph'sche  Zahl 
bedeuten :  also  l/r  :=  cp  ti  180  .  1/r  wird  als  arcus  (p  (ab- 
geküi'zt  arc  (p)  bezeichnet  und  giebt  das  Bogenmass  des 
Winkels.  Man  geht  also  vom  Gradmass  zum  Bogen- 
mass (besser  absoluten  Mass)  des  Winkels  über, 
wenn  man  die  Gradzahl  mit  ttISO  multipliziert,  umge- 
kehrt vom   absoluten   zum   Gradmass,    indem    man  mit 

180 

multipliziert.     Dabei  ist  für  jede  Minute   '/g^^,  für 
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jede    Sekunde    -^^^r — — r^-   zu    setzen,    so    dass    also  ein 

"Winkel  von  20"  11'  und  3"  die  Gradzahl  cp  =  20  +  Wq 

3 

-j-  KTT — 7^  ^^^,  <ieD^  rechten  Winkel  entspricht  im  Bogen- 

mass  ^,  dem  flachen  Winkel  n.  — ] 

Der  in  Bogenmass  gemessene  AVinkel  A  0  P  wird 
meist  mit  {)■  bezeichnet  und  heisst  Phase,  Amplitude 
oder  ßichtungsbogen  des  Punktes  P.  Die  letzt- 
genannte Bezeichnung  rührt  davon  her,  dass,  wenn  man 

in  der  Proportion  ~  =  ^~-     für    r    die    Längeneinheit 

wählt,  arc  ^  die  Masszahl  des  zum  Zentriwinkel  von 
9P "  gehörigen  Bogens  im  Kreise  mit  dem  Radius  1  ist, 
und  daher  mit  diesem  Bogen  identifiziert  wird. 

Hier  ist  sofort  klar,  dass,  wie  der  Punkt  r  und  & 
—  letzteres  abgesehen  von  Vielfachen  von  2  tc  —  be- 
stimmt, so  umgekehrt  r  und  &  den  Punkt  bestimmen, 
sie  sind  daher  nach  Definition  in  §  1  Koordinaten  und 
heissen:  Polarkoordinaten. 

Da  Koordinaten  und  Punkt  sich  gegenseitig  be- 
stimmen, so  müssen  die  Parallel-  und  Polar-Koordinaten 
desselben  Punktes  sich  gegenseitig  bestimmen.  Bei  ge- 
meinsamem 0  und  wenn  +  X  zugleich  diePolaraxe,  ist: 

r  sin  (w — q>)  r  sin  qp 

1)  X  = ; '- :  y  =  —. (binussatz) 

^  sm  w  sin  w   ^  ' 

und  umgekehrt: 

X 

r  =  +  Vx"''  +  y**  +  2  xycosw,  cot  (p  —  — -. 1-  cot  w 

mit  der    näheren  Bestimmung,    dass  sin  ^  das  Zeichen 
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von  y  hat,  so  dass,  wenn  y  >  0  für  d-  (abgesehen  von 
Vielfachen  von  2  n)  nur  der  Bogen  <  n,  und  wenn 
y  <  o  für  d"  nur  der  Bogen  >  ji  genommen  werden  darf. 
Diese  Festsetzung  deckt  sich  mit  der,  dass  d-  der  Winkel 

sein  soll,  der  entsteht,  wenn  man  0  A  im  entgegen- 
gesetzten   Sinne    des    Uhrzeigers    sich    solange 

drehen  lässt,  bis  es  mit  O  P  zusammenfällt. 

Ist  w  =  90",  so  ist : 
1^)  X  =  rco3  ^,  y  =  r  sin  qp,  r  =  +  yx^Fp»  tg<p  =  y/x. 

Während  das  Parallelkoordinatensystem  ein  gerad- 
liniges ist,  ist  das  polare  ein  gemischtliuiges,  insofern 
r  Strecke  und  q)  Kreisbogen.  Man  kann  auch  beide 
Koordinaten  krummlinig  wählen,  doch  ist  das  in  der 
Ebene  selten  von  Nutzen,  wohl  aber  auf  der  Kugel 
und  andren  krummen  Flächen.  Das  Wesentliche  jedes 
Koordinatensystems  auf  einer  Fläche  ist,  dass  man  die 
Fläche  mit  2  Systemen  (Schaaren)  von  Linien  über- 
zieht, Avie  z.  B.  die  Ebene  mit  den  Parallelen  zur  X- 
und  zur  Y-Axe,  oder  mit  den  Strahlen,  die  von  0  aus- 
gehen und  den  Kreisen,  deren  Centrum  0  ist,  so  dass 
jede  Schaar  für  sich  die  Fläche  ausfüllt,  durch  jeden 
Punkt,  von  Ausnahmen  in  einzelnen  Punkten  abgesehen, 
von  jeder  Schaar  je  Eine  Linie  geht,  und  jede  Linie 
der  einen  Schaar  jede  Linie  der  andern  in  Einem 
Punkte  schneidet. 

§  3.  Punkte. 

Gegeben  ein  Parallelkoordinatensystem,  Axenwinkel 
w  (Fig.    3).     Sei    A    ein   Punkt    mit   den   Koordinaten 
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X    und  y,,  man  sagt  abgekürzt  A  ist  der  Punkt  (x^  j  ■y^), 
indem  man  eine  symbolische  Gleichung  ansetzt :  Punkt  A 


V  (''^1  I  yJj  gelesen  A  äquivalent  (x^  '  yj,  was  nichts  andres 
heisseu  soll,  als  dass  der  Punkt  A  und  die  Werte  x,  y, 
der  Koordinaten  sich  gegenseitig  bestimmen.  Sei  B 
X  (^2  I  y-i)  ®^^  zweiter  Punkt,  dann  ist  sofort  der  Abstand 
d  der  Punkte  A  und  B,  die  Streckenlänge  AB  gegeben, 
sowie  der  Winkel  a,  um  welchen  man  den  durch  A  zu 
+  X  gezogenen  Parallelstrahl  (positiv)  drehen  muss, 
damit  er  in  die  Lage  AB  komme.  Es  ist  dann 
2)  d^  =  (x,-x,)^  +  (y,— y.)'^  +  2  x,-x,)  (y,-yj  cos  w 


Ist  w  =  90°,  so  ist: 
Ji—Ji 


sin  (w — o)        Xj — X,' 

2-)  d^  =  (x,-x.)'  +  (y,-yj^;  tg  „  =  J^. 

Für  den  Inhalt  J  des  Dreiecks  0  A  B  ergiebt  sich 
2^)  J  =  +  '2  sin  w  (Xj  y^ — x^  y,),    denn  zieht  man  die 


§  3.     Punkte. 
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Hilfslinie  0  M,  so  ist  2  /\  A  M  B  =  Parallelogramm 
A  M  B  F ;  2  J^  0  M  B  =  Parallelogramm  M  B  G  H ; 
2  ^  0  M  A  =  Parallelogramm  K  M  A  L,  mithin  2  J  = 
0  G  F  L-0  H  M  K  ;  2  J  =  Xj  y^  sin  w— x,  y,  sin  w. 


IFig.  4. 


Sei  M  { (5' !  1?)   die  Mitte  von  A  B,    dann    ist    nach 
dem  Satz  von  der  Mittellinie  im  Paralleltrapez : 

3)  ^  =  2  ^'^1  +  ^2) ;  n  =  2  (Ji  +  72)- 
Die  Gleichung  3  gilt,  wie  alle  bisherigen,  allge- 
mein, d.  h.  welche  Werte  auch  x  und  y  haben,  bezw. 
in  welchen  Teilen  der  Ebene  die  Punkte  A  und  B 
liegen  mögen.  —  Ist  ^  =  0,  so  liegt  M  aaf  der  Y-Axe; 
ist  »7  =  0,  so  liegt  M  auf  der  X-Axe,  sind  |  und  17 
beide  0,  so  fällt  M  auf  0.  Sei  z.  B.  A  B  0  D  ein 
Parallelogramm,  die  Aufeinanderfolge  so,  dass  man  beim 
Umgang  von  A  nach  B,  B  nach  C  etc.  stets  das  Feld 
Simon,  Analjtische  Geometrie  der  Ebene.  3 
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der  Figur  zur  Linken  hat.  Wählt  man  die  Axen  so, 
dass  -|-  X  parallel  A  B  und  -\-  Y  parallel  A  D,  und 
seien  die  Koordinaten  der  Ecken  x,  y,   etc.,   so  ist  die 

Ml 


Ml 


tte  M  von   A  C  j  Q  (x.  +  X3)    ^  (y,  -f  y3)  j  und  die 

tte  N  von  B  D  ist  j  f|  (x,  +  x J    l^  (y,  +  yjj.    Es 

ist  aber  x,  =  x^ ;  X3  =  x, ;  y,  =  y, ;   y,  =  y„  somit  M 
-=  N  (=  Zeichen  für:  identisch),    d.    h.    die  Diago- 
nalen   des  Parallelogramms   halbieren    sich    gegenseitig. 
Ist  P  (Fig.  3)  irgend  ein  Punkt  auf  A  B  zwischen 


A  und  B,  und  teilt  P  die  Strecke  A  B  im  Vohältnis 
A:  1,  d.  h.  so  dass  A  P  :  B  P  =  yl,  so  ergeben  die  Sätze 
vom  Trapez,  bezw.  ergiebt  die  Aehulichkeit  der  Drei- 
ecke A  P  U  und  ABC,  seine  Koordinaten 


3-)  i 
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Sei  z.  B.  A  B  C  eiu  Dreieck,  Strahl  A  B  =  -f  Y, 
Strahl  A  C  EE  4-  X,  A  {  (0  0),  B  {  (0  j  b),  C  {  c  0). 
Die  Mitten  A^ ;  B^ ;  Cj ;  der  Seiten  B  C,  C  A,  A  B  sind 

dann  resp.  \  [o    ^     ö  ^)'  \2    ^  ^)'   V    2   y 

Die  Punkte,  welche  A  A^  ;  B  B, ;  C  Cj   von  den  Ecken 

aus  im  Verhältnis  2  :  1  teilen,  seien  Sj ;  S^j  Sg,  dann  ist: 

also  8^^82=583,  d.  h.  die  3  Mittellinien  des  Drei- 
ecks schneiden  sich  in  einem  Punkte  und  im  Verhtält- 
nis  2:  1. 

Teilt  Q  {  d'  I  rj^)  die  Strecke  A  B  ausserhalb  im 
Verhältnis  ^,  d.  h.  so,  dass  absolut  genommen  A  Q  :  B  Q 
=r  ^  :  1  ist,    so  ergiebt  sich 

3")  !■  =  V-^i  "'  =  '-f— •     I^'  '•  =  ■«-  - 

i — ft  1 /* 

bilden  die  Punkte  ABPQ  ein  harmonisches 
Punktsystem,  geschrieben  [AB,  P  Q] ,  A  und  B 
bilden  das  eine  Paar,  P  und  Q  das  andere  Paar  kon- 
jugierter Punkte,  Eliminiert  mau  A  zwischen  den 
Gleichungen  für  |  und  |'  bezw.  für  tj  und  ?^\  so  er- 
hält man 

4)  (X,  +  xj  ii  +  t)  ^.  2  (x,  X,  +  i  5-) 

(Ji  +  J2)  in  +  ^')  =  2  (y.  y,  +  v  n)- 

Weiss  man,  dass  A  B  P  Q  auf  derselben  Geraden  liegen, 
so  ist  jede  der  beiden  Relationen  4)  die  nötige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  4  Punkte  ein 
harmonisches  System  bilden,  d.  h.  dass  P  die  Strecke 
A  B  innerhalb  im  selben  Verhältnis  teilt  wie  Q  ausser- 
halb.    Man  sagt    auch  A  und  B  sind  durch  P  und  Q 
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harmonisch  getrennt  und  beweist  mittelst  der 
einfachsten  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Proportionen, 
dass  dann  auch  P  und  Q  durch  A  und  B  harmonisch 
getrennt  sind.  — 

Die  Strecken  A  P  und  B  P  sind  entgegengesetzt 
gerichtet,  A  Q  und  B  Q  dagegen  gleichgerichtet ;  um 
diesen  Uutei'sohied  zu  kennzeichnen,  wollen  wir  sagen, 
P  teile  die  Strecke  A  B  im  Verhältnis  — Ä  :  1,  d.  h. 
wir  wollen  als  Teilungsverhältnis  auch  negative  (ge- 
strichene) Zahlen  zulassen,  und  wissen,  dass  diese 
nur  Punkten  innerhalb  AB  zukommen,   alsdann  ist 

P  {  (^^i^~  I  ^^iZ^)'  '^•^'-  tlie Formel  3^)  oder  3^  gilt 
allgemein  für  jeden  Wert  des  X  (oder^t),  und  es  ent- 
spricht nicht  nur  jedem  Punkt  auf  A  B  ein  bestimmter 
Wert  des  A,  sondern  auch  umgekehrt,  jedem  Wert  des 
A  ein  bestimmter  Punkt  auf  A  B.  Eliminiert  man  also 
fi  in  3'J),  so  erhält  man 

K\  ^  ^1 y»   yi 

als  nötige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  P 
in  die  Gerade  A  B  fällt,  und  man  sieht,  dass  die  die 
Lage  von  B  beschränkende  Bedingung:  auf  der  Geraden 
A  B  zu  liegen,  sich  umsetzt  in  die  Gleichung  5  zwischen 
den  Koordinaten  |  und  ij  von  P,  welche  ebenfalls  die 
freie  Veränderlichkeit  einschränkt,  da  nach  Wahl  z.  B. 
von  ^  durch  5)  der  Wert  der  Koordinate  rj  bestimmt 
ist.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  5)  nichts  anders  aus- 
sagt als  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Geraden 
in  allen  iliren  Teilen  gleiche  Kichtuntf  zu  haben. 
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§  4.   Deflnition  der  Kurvengleiclmiig  und  der 
Koordliiateu-  oder  Aiialjtlschen-fxeometrie. 

Kurve  bedeutet  eigentlich:  kruimne  Linie,  im 
Gegensatz  zur  Geraden,  aber  man  braucht  es  gleich- 
bedeutend mit  Linie,  indem  man  die  Gerade  als  Grenz- 
fall der  krummen  Linien,  als  Linie  mit  der  Krümmung 
0  ansieht.  Die  Kurven ,  welche  die  Geometrie  be- 
trachtet, sind  fast  ausschliesslich  sogenannte  geometrische 
Orte,  d.  h,  Inbegriffe  (Komplexe,  Gesamtheiten,  Mannig- 
faltigkeiten) aller  Punkte,  denen  eine  bestimmte  Eigen- 
schaft zukommt  (proprietas  specifica  nach  Fermat). 
Z.  B.  ist  die  Mittelsenkrechte  (oder  Symmetrieaxe)  der 
Ort  der  Punkte,  welche  von  2  gegebenen  Punkten 
gleichen  Abstand  haben,  der  Kreis  der  Ort  der  Punkte, 
welche  vom  Centrum  den  Abstand  des  Radius  haben. 
Diese  spezifische  Eigenschaft  kann  auch  durch  die 
Mechanik  gegeben  werden,  z.  B.  der  Inbegriff  aller 
Lagen  (Orte)  des  Schwerpunktes  eines  Geschosses  oder 
die  Bahn  eines  Punktes  eines  rollenden  Hades  etc. 
Die  bestimmende  Eigenschaft  erzeugt  die  Kurve  [wieder] 
und  giebt  damit  die  Koordinaten  ihrer  Punkte,  sie  be- 
schränkt, heisst  dies,  die  Veränderlichkeit  eines  Punktes, 
der  an  und  für  sich  in  der  ganzen  Ebene  liegen  kann, 
auf  die  bestimmte  Kurve,  und  damit  die  Veränderlich- 
keit der  Koordinaten  auf  die  jener  Paukte.  Eine  solche 
lieschränkung  äussert  sich  aber  (man  vergleiche  den 
Schluss  des  vorigen  Paragraphen)  in  Form  einer 
Gleichung  zwischen  den  Koordinaten,  wie  f  (x,  y)  =  0; 
qp  (r,  •^)  =:  0,  *)    welcher    die  Koordinaten    aller  Punkte 

*)  Die  Zeichen  f;  (p,  sind  sogenannte  Funktionszeichen  nnd  be- 
deuten gleich  Null  gesetzt,  dass  zwischen  den  in  Klaiumern  hinter  ihnen 
gesetzten  Buchstaben  wie  x  und  y,  oder  r  und  ^,  irgend  eine  Glei- 
chung besteht,  wodurch  sie  gegenseitig  in  Abhängigkeit  gesetzt  sind. 
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der  Kurve  genügen.  Nach  der  Definition  in  §  1 : 
A  {  (x  ]  y)  liegen  umgekehrt  die  Punkte,  deren  Koor- 
dinaten dieser  Gleichung  genügen,  wieder  auf  der 
Kurve.  Die  bestimmende  Eigenschaft  der  Kurve  und 
damit  diese  selbst,  lässt  sich  also  in  eine  Gleichung 
zwischen  den  Koordinaten  umsetzen,  und  umgekehrt 
diese  Gleichung  wieder  in  jene  Kurve,  in  derselben 
Weise  wie  wir  ein  Tonstück  in  Noten  und  die  Noten 
wieder  in  das  Tonstück  umsetzen.  Das  Wesen  der 
analytischen  Geometrie  (oder  Koordiuatengeo- 
metrie)  besteht  also  darin:  Die  Gesetzmässig- 
keit geometrischer  Gebilde  in  Gleichungen 
zwischen  den  Koordinaten  umzusetzen,  mit 
diesen  nacli  den  Regeln  der  Algebra  zu 
rech  neu  und  die  gefundenen  Resultate  geo- 
metrisch zu  deuten. 

Wie  also  der  Punkt  äquivalent  gesetzt  wird  einem 
Wertsystem  x  y  seiner  Koordinaten,  so  wird  die  Kurve 
äquivalent  gesetzt  einer  Gleichung  f  (x  y)  ;;=:  0  zwischen 
den  Koordinaten,  wobei  allerdings  noch  hervorzuheben 
ist,  dass  wir  Gleichungen  von  der  Form  f  (x  !  y)  =  0 
und  c  f  (x  !  y)  —  0,  wo  c  eine  von  0  verschiedene  fest- 
gegebene Zahl  ist,  als  identisch  ansehen,  weil  sie  durch 
dieselben  Wertsysteme  von  x  und  y  erfüllt  werden. 
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II.  Abschnitt. 

Die  gerade  Linie» 

§  5.  Die  Gerade  sei  Ijestiiiimt 

a)  durch  2  Punkte, 

b)  durch   1  Punkt  und  die  Richtung. 

Wenn  zwei  Punkte  A  uud  B  gegeben  sind,  so  be- 

— >► 
zeichne  A  B  die  Strecke  zwischen  A  und  B,  A  B   den 

Strahl ,    der  von   A  über  B  ins  Unendliche    geht,    und 

A  B  die  unbegrenzte  Gerade,  welche  aus  der  Strecke 
A  B  vermöge  der  unbegrenzten  Fortsetzbarkeit  nach 
beiden  Seiten  hin  entspringt. 

Iii  §  3  ergab  sich  die  Gleichung  der  Geraden, 
welche  durch  2  gegebene  Punkte  A  (  (x^  yj  und  B 
{  (^-2  y2)  g^ht.  Insofern  der  Punkt  P  jeder  beliebige 
Punkt  der  Geraden  sein  kann,  nennt  mau  ihn  beweg- 
lichen oder  laufenden  Punkt,  und  bezeichnet  ihn 
(genauer  seine  Koordinaten)  mit  x  y.     Dann  ist 

5)  y-Xt  =  y?:zZi  I  oder  auch  ^=^  =  h^lli] 

X  — Xj  Xj X,     |_  X X.^  ^l~^2j 

Die  Gleichung  5)  liisst  sich  umformen:  man  schafit  die 
Nenner  weg,  streicht  auf  beiden  Seiten  x^  y^  und  re- 
duziert auf  0;  das  giebt 

5'')  (^1  72—^2  y.)  +  (^2  y— X  yo)  +  (^  yi— ^i  y)  =  o 

abgekürzt  D  =  0.  Die  Bedeutung  der  Form  tritt 
hervor,   wenn  man  die  Gleicluing  mit        sin  w  multipli- 
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ziert  (w  bezeichnet  den  Koordinatenwinkel).     Man  sieht 

dann,  dass  nach  2'')  ~^  sin  w  (x^  y.^ — x.^  y,)    der  Inlialt 

des  Dreiecks  0  A  B  ist  und  -  I)  sin  w  nichts  andres  als 
der  Inlialt  des  Dreiecks  A  B  P.    Die  Gleichung  5*  (äqui- 

valent  mit  5)  sagt  also  aus,  dass  wenn  P  auf  A  B  liegt, 
der  Inhalt  des  Dreiecks  A  B  P  verschwindet,  ist  also 
wieder  die  Uebersetzung  einer  charakteristischen  Eigen- 
schaft der  Geraden  in  die  Sprache  der  Algebra.  Um- 
gekehrt ist  ebenso  klar,  dass,  wenn  Dreieck  A  B  keinen 
Flächeninhalt  hat,  der  Punkt  P  in  der  Geraden  A  B  liegt. 


Ist  A  |(a|o)  und  B  |  (o  ]  b)  d.  h.  liegt  A  in  der  x- 
Axe  und  B  in  der  y-Axe,  so  geht  5)  nach  leichter  Um- 
formung über  in 

das  ist  die  sogen.  A  x engl e  ich  u  n  g  der  Geraden,  oder 
auchAxenform  (der  Gleichung)  der  Geraden;  schafft 
raan  die  Nenner  fort,  so  erhält  man  x  b  -|-  y  a  =  ab, 
und  daraus  (nach  Multipllcation  mit  sin  w)  den  be- 
kannten Satz  von  der  Gleichheit  der  Ergänzungs- 
parallelogramrae;  und  umgekehrt  ist  6)  die  Ueber- 
setzung dieses  Satzes  in  die  Koordinaton-Sprache. 


y., — Yi  sin  a 

In  8  3  ergab   sich  allgemein =   -. — , r 

'^  °  °  x^ — X,         sin  (w — a) 

und  für  ein  rechtwinkliges  System  war  dies  ig  a.     Der 
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Quotient  -: — -. — - — r  bezw.  tg  a  heisst   der  Richtunffs- 
^  sin  (w— a)  »  ^ 

faktor  der  Geraden  und  werde  mit  r  bezeichnet.    Eine 

Vertauschung  von  (xj  |  yj  mit  (x^  |  j^  bewirkt  nur  eine 

Veränderung  von  a  um  2  Rechte,  ändert  also  den  Wert 

von  T  nicht,  so  wenig  wie  die  Vertauschung  von  x^  |  y^ 

mit  x,  lyj.    Durch  Einführung  von  r  geht  die  Gleichung 

der  Geraden  über  in 

7)  y— Ji  =  ^  (x— xj. 

T  sin  w 

Die  Gleichung  tg  «  =  ;; — ; bestimmt  dann 

°     °  1  +  ^  cos  w 

die    beiden   um    2.   R.    verschiedenen  Winkel,    welche 

die   von  (xjyj   ausgehenden  Strahlen   der  Geraden  7) 

mit  +  X  bilden. 

Der  Parallelismus  zweier  Geraden  ist  äquivalent 
der  Gleichheit  ihrer  Richtungsfaktoren. 

Ist  (Xj  i  yj  ^  (0  I  b),  so  erhält  man  aus  7 

7a)    y_j:  x—b  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  7*  bezeichnet  man 
als  Form  L  der  Geraden,  indem  man  y — rx  —  b  — -  L 
setzt.  Für  die  Punkte  der  Geraden  nimmt  die  Foi'm 
den  Spezialwert  0  an,  während  für  jeden  Punkt  P 
\(xp  '  yp)?  ^^^  nicht  auf  der  Geraden  liegt,  der  „orts- 
fremd" ist,  die  Form  Lp  =  yp — rxp— b  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Die  beiden  Gleichungen  6  und  7^  sind  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  sie  die  Gerade  nur  durch  2  Kon- 
stanten, d.  i.  fest  gegebene  Zahlen  bestimmen.  Durch 
alle  Werte  von  a  und  b,  ausgenommen  0,  bezw.  von 
r  und  b,  ausgenommen  +  co ,  ist  eine  und  nur  eine  Ge- 
i'ade  bestimmt;    umgekehrt  bestimmt  jede  Gerade,    die 
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nicht  durch  deu  Nullpunkt  geht,  ein  Wertsystem  von 
a  und  b,  und  jede  Gerade  mit  Ausnahme  der  Y-Axe 
und  ihrer  Parallelen  ein  AVertsystem  von  t  und  b.  Mit 
der  angegebenen  Einschrimkuiig  sind  also  a  und  b, 
bezw.  r  und  b  Koordinaten  der  geraden  Linie  im 
Sinne  der  Definition,  es  sintl  Linienkoordinaten. 


Die  sämtlichen  Gleichungen,  welche  für 
eine  Gerade  aufgestellt  sind,  stimmen  darin 
überein,  dass  sie  in  x  und  y  vom  ersten 
Grade  sind.  Umgekehrt  ist  jede  Gleichung 
vom  ersten  Grade  in  x  und  y:  ax-f-ßy  — }'  =  0 
(abgekürzt:  U  =  0)  die  Gleichung  einer  Geraden.  Denn 
wenn  y^—^-Qj  so  kann  man  U  durch  y  dividieren  und 

erhält,   wenn  mau         =  a  und     ^     =  b  setzt : 
a  ß 

X  v 

A  =     — I — .-  — 1  =  0,    d.    h.    die    Gleichum?    der 
ab'  ° 

Geraden,    die    dui'ch    die  Punkte  (a  o)    und  (o^b)  geht. 

Dividiert  man  U  durch  ß,  und  setzt  mau  alßz= — r,  so 

erhält  mau  L  =  y — rx — b  =  0,  d.  h,  die  Gleichung  der 

Geraden,  welche  durch  den  Punkt  (ob)  geht  und  den 

ßichtungsfaktor    r    hat.      Diese    Gleichung    giebt    für 

y  =  0,x  =  —         =  ^,    woraus    die  Identität    der    Ge- 
raden A  =  0  und  L  =  0  hervorgeht. 

Ist  in  U  die  Grösse  y  =  0,  so  wird  durch  ß  divi- 
diert; ist  ß  auch  gleich  0,  so  hat  man  x  =  0  und  dies 
ist  die  Gleichung  der  Y-Axe,  wie  y  =  0  die  Gleichung 
der  X-Axe  ist. 
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Da  also  jede  Gleichung  ersten  Grades  eine  gerade 
Linie  darstellt,  so  ist  es  gerechtfertigt,  die  Gleichungen 
ersten  Grades  lineare  zu  nennen,  da  linea  ursprünglich 
nur  die  Gerade  bedeutet.  So  stellt  z.  B.  die  Gleichung 
L'  X — 3  y — 1  =0    die  Gerade   dar,    welche    die  Strecke 

-^  von  +  X  und  die  Strecke         von  — Y  abschneidet; 

2 

der  Richtungsfaktor  v  ist -,,   ,    wird    w    als    ßO"'    ange- 

nomraeD,  so  ist  a  =  23"  24'  47". 

Die  Gleichung  10  x  -|-  4  y — 6  =  0,  identisch  mit 
5  X  -)-  2  y — 3  =  0,  stellt  die  Gerade  dar,  welche  die 
Strecke  0,6  von  -j-  X  und  die  Strecke  1,5  von  -f-  Y  ab- 
schneidet, der  Richtungsfaktor  r  ist  —  2,5  d.  h.  für 
w  =  30*'  ist  a  =  47''0'  51". 

Ist  r  =  1  ,  so  ist  sin  a  =  sin  (w — «),  also  da 
w  nicht  gleich  2  Rechten  sein  kann,  a  =  w/2  bezvv. 
W/2-J-180.  Die  Gerade  y — x  ==  0  halbiert  also  den 
Koordinatenwinkel  und  seinen  Scheitelwinkel. 

Ist  T  =  — 1,  so  ist  sin  a  =  —  sin  (w — «),  also 
a  =  w/2  +  90  bezw.  w ,'  2  +  270.  Die  Gerade  y  +  x 
=  0  halbiert  also  den   Nebenwinkel  von  w. 

Die  Gleichungen  y — x— b  =  0  und  y  -j-  x — b'  =  0 
stellen  stets  zwei  Gerade  dar,  welche  den  Winkel- 
halbierenden des  Axenkreuzes  parallel  sind,  also  auf- 
einander senkrecht  stehen.  Ist  w  —  90,  so  teilen  die 
beiden  Schaaren  von  Geraden,  welche  mau  erhält,  wenn 
man  b  und  b'  alle  möglichen  ganzzahligen  AVerte  giebt, 
die  Ebene  in  kongruente  Quadrate  mit  der  Diagonale 
1  (die  Mitten  dieser  Quadrate  haben  in  der  Theorie 
der  komplexen  Zahlen  eine  gewisse  Bedeutung.) 
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§  6.  Kombinatiou  zweier  Geraden. 

Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Ge- 
raden U,  =  0  und  Ug  =  0  sind  durch  die  Forderung, 
l)eiden  linearen  Gleichungen  zu  genügen,  eindeutig  be- 
stimmt. Seien  z.  B.  L^  =  y — t^  x— b,  =  0  und  Lj  = 
y — r^  X — bj  =  0  gegeben,  so  werden  die  Koordinaten 
des  Schnittpunktes  S  {  (xs  |  ys)  bestimmt  durch  die  bei- 
den Gleichungen 

ys— rj  Xs— bj  =  0 
ys— ^2  xs— b^  =  0. 

r.           •  u*     •  1                  \—\         ^              \  ^2—\  ^ 
±jS  ergiebt  sich:   x.s  =  und  y«  ^=  — — — - 


S  ist  also  völlig  bestimmt,  ausser  für  ^2  ^  ^i*  ^^ 
diesem  Falle  werden  Xs  und  ys  beide  unendlich,  der 
Punkt  S  existiert  im  Endlichen  nicht,  man  sagt  seit 
Desargues  16  3  9,  S  liege  im  Une  nd  liehen,  und 
findet  in  r^  =  r^  die  schon  bekannte  Bedingung  für  den 
Parallelismus  von  Lj   und  L^   wieder. 

Ist  bj  :  bg  =  Tj  :  r^,  so  ist  y«  =  0,  d.  h.  S  liegt  auf 
der  X-Axe,  ist  b,  ^b^,  so  liegt  S  auf  der  Y-Axe,  was 
a  priori  aus  der  Bedeutung  von  b  klar  ist. 

Nächst  dem  Schnittpunkt  interessiert  der  "Winkel 
i>,  den  Lj  mit  L^  einschliesst.  Um  hier  die  Zwei- 
deutigkeit auszuschliessen,  verstehen  wir  darunter  den 
Winkel,  um  welchen  man  die  Gerade  L^  im  positiven 
Sinne  drehen  muss,  damit  sie  in  die  Richtung  von  L^ 
gelange.    Also  ist  dieser  Winkel  t>  gleich  a., — a^.    Für 

w  --  90''  ist  tg  t!>  =  ,  ^''~'^'     .    Ist  r,  =  r,,  so  ist  ^  =  0, 
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bezw.    2    Eeclite.     Ist   ^  =  90°,    so    ist  1  +  r,  r,  —  0, 
und  umgekehrt  ist 

8)   r,  r,  +  1  =  0 
für  rechtwink ligeKoordinaten  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Geraden  auf  einander  senk- 
recht s  t  e  h  e  n. 

Ist  w  -  ,:=  90°,  so  erhält  man 

sin  w  (t, — r.)  ,     ,  i     -r. 

tg  ^  =  - — ; ; 7 j r  Und    daraus  als  Be- 

1  +  r,  Tjj  +  cos  w  (ij  +  r.J 

dingung  des  Senkrechtstehens 

8^)   1  +  r,  r,  +  cos  w  (r,  +  r,)  =  0. 

2  1 

Beispiele:  1)  L^  =  y ^x — -^  =  0 

L,  =  y— 2x— 3  =  0 
Xg  =  — 2,  ys  =  — 1,  wie  sofort  zu  verifizieren  dadurch, 
dass  man  diese  Werte  für  x  und  y  in  beide  Gleichungen 
einsetzt. 

2)  L,  =  y-2x  +  1  =  0;   L,  =  y  +  ^x-1  =  0, 

w  sei  90°,  dann  ist  1  +  r^  r^  =  0,  also  ^  =  90";  Xg  =  0,8, 
ys  =  0,6.  ______ 

Die  Gleichung  Ug  =  >i  Uj  -[-  ^tt  U^  =  0,  wo  A  und 
fi  beliebige  Konstanten  sind,  ist  linear  und  stellt  eine 
Gerade  dar,  welche  durch  den  Schnittpunkt  S  der  Ge- 
raden Uj  =  0  und  Ug  =  0  hindurchgeht. 

Umgekehrt  ist  jede  Gleichung  U3=0 
einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt S  derGeraden  Uj  =0,  1X2=0  hindurch- 
geht, von  der  Form  AV^  +  ^  U^  =  0. 

Der  einfachste  Beweis  dieses  Satzes,  der  Methode 
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nach,  wäre  es,  iu  die  Gleichung  (7)  U^  ^=  y — ys — 
t  (x — Xs)  =  0  der  Geraden,  welclie  durch  S  geht,  für  Xg 
und  ys  ihre  Werte  einzusetzen;  man  erhält  dann  durch 
etwas  Keclinung  U3  =  (^ff,  r  +  aj  Uj— (/3j  r  +  a,)  U,. 
Man  sieht  aber  aucli  ohne  Rechnung,  dass,  falls  U, 
und  (J.^  die  Formen  verschiedener  Geraden  sind,  jede 
lineare  Form  U3  =  ax  -}-  /7y — y  sich  in  die  Gestalt 
>?  Uj  -|-  ,»  ^2  -f-  c  bringen  lässt ,  wo  die  Gleichungen 
a  =  Äa^  -f  ^ta.,  und  ß  =  Xß^  +  }iß.^  die  Zahlen  X  und  ^ 
bestimmen,  und  c  von  x  und  y  unabhängig  ist.  Uj  =  0 
stellt  eine  Gerade  dar;  soll  sie  durch  S  hindurchgehen, 
so  muss  U3  für  (xsjys)  gleich  0  sein,  d.  h.  wenn  U, 
und  ü^  beide  gleich  0  sind ,  muss  TJ3  ==  0  sein,  d.  h. 
0  =  0. 

Man  kann  die  Relation  zwischen  3  Geraden,  welche 
durch  denselben  Punkt  gehen,  auch  in  die  Form  bringen  : 

9)  .l_,U,+>t,U,  +  ^3U3  =  0; 
sie   ist    symmetrisch    und    folgt    aus    der  Identität    von 
f(x|y)  =  0  mit  cf(x  ;y)=:0  (Schluss  von  §  4). 


Kombiniert  man  eine  Gerade  L=y  —  rx — b  r=:  0 
mit  einem  ortsfremden  Punkt  P  {  (xp|yp)  (Fig.  5),  so 
interessiert  zunächst  der  Abstand  P  Q.  Es  ist  P  B  = 
P  C— B  C  =  yp— B  C.  B  C  ist  =  rXp  +  b,  also  P  B  = 
yp — rxp — b  =z  Lp,  wo  Lp  den  Wert  bedeutet,  den  die 
Form  L  für  die  Werte  x  =  xp  und  y  =  yp  annimmt. 
Lp  ist  also  der  in  der  Richtung  von  —  y  gemessene 
Abstand  des  Punktes  P  von  der  Geraden,  speziell  ist 
lv=-b. 

Für  die  absolute  Länge  von  PQ  erhalten  wir  hier 
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-j-Lp  sin  (a — w).     Damit    PQ,    der  Abstand    im   engeru 
Sinne,    immer    das  Zeichen    von  Lp    habe,    setzen    wir 
ihn  =  Lp   sin  (w — a)',  wenn  wir    nach  Weierstrass  den 
absoluten  Betrag    irgend    einer  Zahlengrösse    z  mit     z 
bezeichnen. 


Fif 


Die  Gleichung  der  Geraden  P  Q  ist  (7  und  8)  f 
rechtwinkliges  Koordinatensystem : 


ur 


10)  y-yp  =  - 
Ist  w=^|=9(T',  so  ist 

1  -\-  t  cosw 


y  —  yp  = 


(X— Xp). 

(x  —  Xp) 


T  -|-   COSW 

Für  die  Parallele  durch  P  zu  L  gilt  bei  beliebigem 
w  die  (Gleichung 

10*)  y-yp-=^(x-xp) 
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§  7.  Die  Hesse'sche  oder  Normalforin  der  Geraden. 

Gegeben  ein  Parallel-Koordinatensystem    mit    dem 
Koordiuatenwiukel    w  (Fig.   G).     Sei  0'    ein    beliebiger 


Fig.  6. 

Punkt,  die  Mitte  von  0  0'  sei  M  |  {A\fi)  und  0  M  ==  p. 
Alsdann  ist  0'  {  (2/1|2.m). 

Sei  P  l  (x  I  y)  ein  Punkt,  der  von  0  und  0'  gleichen 
Abstand  hat,  alsdann  ist  nach  2) 

(x_2  Äy  +  (y— 2/t)^  +  2  (X— 2/1)  (y— 2^)  cos  w 
=:  x^  -|-  y "  -}-  2  xy  cos  w 
also  da :  /l^  -f  /*^  +  2  Äfi  cos  w  =  p^,  folgt  nach  Division 
mit  4: 

a)  X  (Z  -\-  ,M  cos  w)  -}-  y  (/*  +  ^  cos  w) — p'^  =  0. 
Da  aber  /l :  p  =  sin  ß  :  sin  w  ;  ^t  :  p  =  sin  «  :  sin  w,  ferner 
sin  ß  z=  sin  (w — a)  und  sin  a  =  sin  (w — ß),  so  folgt 
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b)  X  cos  «  -[-  y  cos  ß — p  =:  0  und  nebenbei : 

c)  cos  ß  =  cos  (w — a)  cos  a  =  cos  (w — ß). 

Da  b)  linear  in  x  und  y,  so  ist  analytisch  bewiesen, 
dass  der  Ort  des  Punktes  P  eine  gerade  Linie 
ist,  die  durch  M  geht. 

Da  mit  Benutzung  von  a)  sofort  ersichtlich,  dass 
0  M^  +  M  P^  =  0  P'  ist,  so  steht  M  P  auf  0  0'  senk- 
recht. Da  nun  zu  jeder  Geraden  der  Gegenpunkt  0' 
in  Bezug  auf  0  konstruiert  werden  kann,  so  ist  b)  die 
Gleichung  aller  Geraden,  wenigstens  aller^  für  die  0  M 
in  I  liegt. 

Damit  b)  für  alle  Geraden  gelte,   setzen  wir  fest: 

1)  dass  a,  im  positiven  Sinne  gezählt,  gleich  oder 
grösser  als  0  und  kleiner  als  n  sei  5 

2)  dass    p    positiv    oder    negativ   genommen    werde,    je 

nachdem   der  Strahl  0  M  selbst  Schenkel  des  Win- 
kels a  ist,  oder  seine  Verlängerung  über  0. 

3)  dass  ß  den  Winkel  misst,  um  den  man  den  be- 
weglichen Schenkel  von  a  im  positiven  Sinne  drehen 
muss,  damit  er  auf  -\-  Y  fällt. 

Danach  gilt  b)  allgemein  für  jedes  Parallel- 
koordinatensystem und  jedeGeradeMP,  und 
wir  haben  in  der  linken  Seite  von  b)  die  Hesse'sche 
oder  Normalform  der  Geraden*),  wir  werden  sie  mit 
H  bezeichnen,  so  dass  also 

11)  H  =  X  cos  a  -j-  y  cos  ß — p  =  0 
die  allgemeine  Gleichung    der   geraden  Linie  ist.     Die 
Form    H    enthält    die    beiden   ßichtungsfaktoren    cos  a 


♦)  Die  Festsetzungen  weichen  von  denen  Hesse's  ab,  der  p  stets 
positiv  nimmt  und  a  von  0  bis  2  tt  zählt. 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  8 
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und  cos  ß,  zwischen  denen  die  Relationen  c)  bestehen, 
und  dazu  noch  den  Abstand  p,  sie  hängt  also  nur  von 
2  Konstanten  ab,  sie  gilt  auch  noch,  wenn  p  r=  0  ist. 
Da  von  0  auf  alle  Geraden ,  welche  untereinander 
parallel  sind,  nur  Eine  senkrechte  Gerade  geht,  so 
haben  parallele  Gerade  gleiche  Richtungsfaktoren,  und 
unterscheiden  sich  mir  durch  die  verschiedenen  Werte 
des  p. 

Sind  X  cos  a  -]-  y  cos  ß — p  =  0  und  x  cos  a  -\-  y  cos  ß 
—  p'  =  0  oder  kürzer  H  =  0  und  H'  =  0  dieGleiclumgen 
zweier  paralleler  Geraden,  so  inisst  Pj — p  den  Abstand 
der  Parallelen  H,  von  H;  derselbe  ist  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Richtung  eines  von 
Hj  nach  H  gefällten  Lothes  der  Richtung 
des  Strahles  OM  entgegengesetzt  oder 
gleich  ist. 

Die  Gleichung  der  Parallelen  H*  kann  geschrieben 
werden 

X  cos  a  -{-y  cos  ß — p  r=  d. 

Giebt  man  hierin  d  alle  Werte  von  — x>  bis  +  cc^ 
so  genügt  jeder  Punkt  P  <  (xp  jp)  einer  dieser  Gleich- 
ungen und 

dp  =  Xp  cos  a  -]-  Jp  cos  ß — p 

misst  den  Abstand  P  Q  des  Punktes  P  von  der  Ge- 
raden H,  wenn  man  P  Q  positiv  oder  negativ  nimmt, 
je  nachdem  der  Strahl  P  Q  dem  freien  Schenkel  des 
Winkels  a  entgegengesetzt  oder  gleichgerichtet  ist. 

Die  Gerade  H  erscheint  hier  als  der  Ort  der 
Punkte,  welche  von  ihr  den  Abstand  d  i=  0  haben. 

Die     Hesse'sche     Form     hat    3    Vorzüge, 
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sie  gilt  1)  für  alle  Koordinatenwinkel,  2)  für 
alle  Geraden,  3)  giebt  sie  für  jeden  orts- 
fremden Punkt  durch  Einsetzung  seiner 
Koordinaten  in  die  Form  den  Abstand. 

Der  Uebergang  von  der  allgemeinen  Form  U  zur 
Hesse'schen  Form  H  vollzieht  sich  folgendermassen. 

Sei  U  =  ax  -|-  by — y  eine  beliebige  lineare  Gleich- 
ung, und  ^U^H,  wo  ^  eine  Konstante,  so  stellen 
U  =  0  und  H  =  0  dieselbe  Gerade  dar  (Schluss  von 
§  4).  Es  muss  dann  ^ta  =  cos  a,  ^b  =  cos  ^ff,  ^^  r=  p 
sein.  Da  nach  Gleichung  c)  cos  ß  =  cos  (w — a),  so  ist 
sin  w 

^  ~  +  j/ei^  +  b"'— 2  ab  ^yi 

Das  Zeichen   der  Wurzel  ist  durch  die  Gleichung 

b— a  cos  w 

cos  a  =  «a  bestimmt,    da  tg  «  = ; ,     so     ist    a, 

'  7  o  a  sin  w     ' 

weil  <  ;r,  völlig  bestimmt;    und    somit    auch  cos  a.     Ist 

tg  a  >  0,  so  ist  auch  cos  «  >  0,   ^  hat  das  Zeichen  von 

a,   ist  tga  <  0,  so  ist  cos  a  <  0,  fi  hat  das  Zeichen  von 

—  a.     Ist  w  =  90",    so    ist  tg  a  =  — ,    die    Wurzel    hat 

das  -f-  Zeichen,,  wenn  b  und  a  gleiches  Zeiclieu  haben, 
das  Minuszeichen  im  entgegengesetzten  Falle.  Ist 
b  =  0  und    w  =  90°,    so    gilt    das  Zeichen    von    a.     Ist 

3 

a  =  0,   so  ist  a  =  90",   ß  =  -^n  -\-  \v. 

Ganz  ähnlich  vollzieht  sich  der  Uebergang  von  der 

X  V 

Axenform h  r^ — 1    zur    Hesse'schen,    nur    dass    u 

ab  '  "^ 

gleich  p  i.st. 
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§  8.  Gerade  durch  denselben  Punkt,  harmonische 
Beziehung'. 

Schon  iu  §  6  ergab  sich  als  nötige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  drei  Grade  U,  =^0; 
TJ^^=0^ ;  UjzrrO  (kürzer:  Uj  ;  U^ ;  U3)  durch  denselben 
Punkt  S  gehen,  die  Relation: 

9)  Ä,  U,  +  yl^  U,  +  vlg  U3  =  0,  wo  die  Ä  Kon- 
stanten; sie  sagt  aus,  dass  jede  der  U  verschwindet, 
wenn  die  beiden  anderen  U  zugleich  0  sind.     Da 

allgemein  c  U  =  0  wenn  c  eine  Konstante  \  U  =  0  (§  4 
Schluss),  so  kann  mau  der  Relation  9  auch  die  Form 
geben : 

12)  U3  =  U,  -  ^U, 

Die  Gleichungen  der  Geraden  TJ,  und  U.^  mögen 
in  der  Normalform  gegeben  sein  d.  h.  U,  nzE  Hj  ;  TT^  E^  H.^, 
dann  ist  U3  =  Hj  —  ^^2  ^^®  Gleichung  einer  Ge- 
raden^ welche  durch  den  Schnittpunkt  S  von  Hj  und 
H.^  geht.  Lässt  man  Ä  von  —  co  bis  -j-  co  variieren, 
so  stellt  Hj  —  ;i  Hjj  alle  durch  S  gehenden  Geraden 
dar,  sobald  man  festsetzt,  dass  für  yl  r=  +  °^  ^3 
<  H^  sei.  Für  eine  bestimmte  unter  ihnen  ist  Ä  kon- 
stant, und  da  für  sie  A  ^=  JI^  :H.^,  so  folgt,  dass  längst 
der  Geraden  U3  auch  H^ :  H^,  das  ist  das  Verhältnis  der 
Abstände  aller  Punkte  auf  U3  von  den  Geraden  H, 
und  H.^,  konstant  ist  und  umgekehrt  folgt,  dass  der 
Ort  aller  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Geraden  ein  festes  Verhältnis  haben, 
eine  durch  S  gehende  Gerade  U3=:  H^  — >lH.^  ist. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  U3  mit  Hj  und 
H^  macht  (in  Fig.  7  durch  die  spitzen  Winkel  zwischen 
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H,   und  H,   gezogen)  mit    u  und  v,  so  ist  Ä  =-j — . 

'  ^  —  sin  Y 

je  nachdem  die  beiden  Abstände  Hj  und  H,  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  was  von  der 
Lage  des  Axenkreuzes  abhängt.  Innerhalb  des  Winkels 
{yi  _|-  v)  kehrt  dasselbe  Ä  für  keine  zweite  Gerade  TJ 
wieder,  da  A  das  Zeichen  nicht  wechselt  und  die  ab- 
soluten Beträge  von  Ä,  wenn  U  sich  von  Hj  durch  den 
AVinkel  (u  +  v)  nach  H^  dreht,  fortwährend  wachsen, 
von  0  bis  co .  Tritt  dagegen  die  sich  drehende  Gerade 
in  den  Nebenwinkelraum,  so  beliält  der  eine  Abstand 
seine  Richtung  und  der  andere  wechselt  sie  d.  h.  X 
wechselt  sein  Zeichen,  die  absoluten  Beträge  des  /^ 
fallen  von  oo  bis  0.  Zu  jedem  Wert  des  Ä  innerhalb 
(u  -\-  v)  gehört  also  ein  anderer  zugeordneter  /?*  im 
Neben winkelraum,  sodass  vl'-j-  ?,=  0  ist.     /^4st  wieder 

r^  +^1!L^\  IstIJ3  =  H,-/IH„,  so  istU,  =  R+/tH„ 
—  sin  v'  ^  '  ^  *  112 

sein  zugeordneter  Strahl  bezw.  Gerade. 

Man  sagt :  Die  Geraden  (Strahlen)  H^  ;  H^ ;  U3  ;  U^ 
bilden  ein  harmonisches  Strahlenbüs  che  1,  oder 
auch:  Die  Geraden  H^  und  H.^  werden  durch  U3  und 
U^  harmonisch  getrennt. 

Man  sieht  sofort,  dass  U3  der  zu  H^ ;  H^  5  U^  zu 
U^  zugeordnete  (konjugierte)  harmonische  Strahl  ist. 
Aus  U3  =  H^— ^H^,  U,  =  H,  +  iH,  folgt: 

H,    {V,  (Us  +  UJ{/'3H3  +  /*,H,, 
'^H.IV,  (U,  -  U3){^3H3  -/.,H, 

Da  allgemein  (nach  §  4  Schluss)  jt*  U  =  c  H,  so 
heisst  dies; 
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d.  h.  die  Geraden  U3  und  U^  werden  auch  umgekehrt 
durch  Hj  und  H^  harmonisch  getrennt,  und  man 
sieht,  dass  allgemein 

U,   =  0;  U,  =  0;  U,   -  /l  U3 ;  TJ.   +  ^U, 
die  Gleichungen  vier  harmonischer  Geraden 
sind. 

Da  die  harmonische  Beziehung  von  4  Geraden  nur 
von  den  Winkeln  u,  v,  u'^  v'  der  Strahlen  unter  sich 
ahhängt,  so  folgt:  Die  h  ar  mo  n  i  scIie  B  eziehung 
ist  vom  Koordinatensystem  unab  li  ilngig,  ist 
sie  also  für  irgend  ein  Koordinatensystem  nachgewiesen, 
so  ist  sie  es  auch  für  jedes  andere. 

Schneidet  man  ein  harmonisches  Büschel 
durch  eine  beliebige  Gerade,  so  wird  das 
Büschel  in  vier  harmonischen  Punkten  ge- 
schnitten. 

Beweis:  Man  kann  die  Schnittgerade  AQ  zur  x-Axe 
machen,  Uj  zur  y-Axe.     Dann  haben  wir  für  Uj  :  x=0; 

XV 

Uj  sei  ~     -j-    ,—  —  1,      dann    ist    U3    =   x   —  •^  U^; 

U^  r=  x-f  ;iU2.  A  ist  dann  (OjO),  AC  =  a;  C  ist  der 
Punkt  auf  U,.,  für    den  y  =  0,    also  c|(a|0); 

AP= r-,  AQ= — ; — r,  woraus  unter  Berücksichtig- 

a  —  X  a  +  A 

ung,  dass  P  innerhalb  und  Q  ausserhalb,  sofort 

AP  _— AQ 

Umgekehrt  folgt: 

Verbindet    man   irgend    vier    harmonische 
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Punkte  mit  einem  Punkte  S^  so  entsteht  ein 
harmonisches  Büschel.  Zieht  man  von  einem  Punkt 
Q  auf  einen  der  Strahlen  z.  B.  U^  (Fig.  7)  zwei  Quer- 
linien (Transversalen)  durch  das  Büschel,  und  ver- 
bindet ihre  Schnittpunkte  auf  den  nicht  zu  U^  zu- 
geordneten Strahlen  über  Kreuz,  so  schneiden  sich 
diese  Verbindungslinien  auf  dem  zu  U^  konjugierten 
Strahl  U3. 

s 


Fis:.  7. 


Der  Satz  ist  eine  unmittelbai-e  Folge  des  vorigen 
und  der  Eindeutigkeit  der  harmonischen  Beziehung. 
Der  analytische  Beweis  giebt  aber  ein  gutes  Beispiel, 
welchen  Nutzen  die  freie  Verfügbarkeit  über  das  Ko- 
ordinatensystem gewährt. 

Sei  (Fig.  7)  IT^  die  X-Axe,  Ug  die  Y-Axe,  so  dass 
also  Uj  =  y;  TJ^  =x;  U3  =  y — /Ix  U^  =y  +  '^x  ferner 
a(  (alO);  A^    {  (aMO);     C  [(01c);  C^{(0;c^) 
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Dann  ist  (Gerade  AC  =  AC). 

AC\  a  +   c       ^'     A>C'(a'+  c'       ^ 

Da    U^    durch    den    Schnittpunkt  Q  von  A  C  und 
^1  Qi  hindurchgeht,   so  ist  U,  |    a  C  —  yA'  C\  und  da 

ü^  durch  S     (0  I  0)  geht,  so    ist  y  =  1.     Ebenso  ist  für 

die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  S'   von  AC  und 

■< >■        <-> 

A'C  mit  S    verbindet,   deren  Form   AC  —  y'A'C  ist, 

<->       ^>         ^>    <-- > 
j/'=-l,  undda  AC— A'  C  von  A  C  —  A' C  (d.  h.  UJ 

nur  durcli  das  Vorzeichen  von  y  unterschieden,  so  ist 


Wird  das  Viereck  S  A'  S'  C*  als  System  der  4 
Geraden,  welche  seine  Seiten  bilden,  aufgefasst,  so  ge- 
hören zum  vollständigen  Vierseit  auch  die  Ecken 
A  und  C,  während  SS',  A  C  und  A'  C'  die  drei  Dia- 
gonalen sind  und  man  hat  den  Satz : 

Im  vollständigen  Vierheit  teilen  die  Dia- 
gonalen einander  harmonisch. 

Der  Satz  lässt  sich  auch  fast  frei  von  Rechnung 
beweisen  mit  demselben  Gedankengang  wie  in  der  ge- 
wöhnlichen Geometrie. 

Seien:  U^ ;  U, ;  U.  —  /l  U,;  U,  +  >i  U,    ein   har- 
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monisches  System,  \iiidJJ^;V\]V^—Ä'V\;V^  +  Ä'JJ' 
ein  zweites,  welches  mit  dem  ersten  Einen  Strahl,  hier 
Uj   gemeinsam  hat.     Es  ist : 

und  daUj^U'j,  so  heisst  dies:  Die  4  harmoni- 
schen Strahlenpaare  schneiden  sich  auf  ein 
und  derselben  Geraden. 


Fig.  8. 

Da  ferner: 
JJ,-V\=V\-JJ,=AV,  +  Ä^\J\,  und  U,  =U\, 
so  liegen  auch  die  Schnittpunkte  von  U^  und  U^g, 
U\  und  U3,  U^  und  V\,  Uj  und  U\  (letzteres  ==uj 
auf  Einer  Geraden.  Dies  ist  der  Satz  vom  voll- 
ständigen Yierseit,  und  zwar  in  der  übersichtlichen 
Fassung: 

Durch  jede  Ecke  eines  vollständigen  Vier- 
seits  gehen  3  Strahlen,  die  beiden  Seiten  und 
eine  Diagonale,  der  zur  Diagonale  zugeordnete 
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4.  harinonisclie  Strahl  ist  die  Gerade,  welche 
die  Ecke  mit  dem  Schnittpunkt  der  beiden 
nicht  durch  diese  Ecke  gehenden  Diagonalen 
verbindet. 

Beim  eraten  Beweis  ergiebt   sich  durch  Vergleich 
vonU.  (  y  +  /lx  und  IT,  {'<^"^  _  ■J,,^ 

L_n:(L_i 

a        a'/    \  c       c' 

AA'.SC.SC 
/?  =  — 


CC'.SA.SA» 
Da  Ä  nach  §  (S  gleich  dem    (mit  bestimmten  Vor- 
zeichen versehenen)  Verhältnis  der  Abstände  des  Punktes 
Q  von  Uj   und  Ug  ist,  so  ist 

+  /?  =  AQ  sin  a :  CQ  sin  y, 
wo    a    den    Winkel  SAQ  und  y   den  Nebenwinkel  von 
SCQ  bezeichnet.     Nach  dem  Sinussatz  ist  sin  a:  sin  y  = 
SC:SA. 

,  AQ      SC 

alsox/i--CQ--sÄ- 

.^    ,     AQ  AA'    SC^       ^ 

somit  +-^Q- =-^^  -g-^    oder 

13)    AA\SC\CQ 
SA\CC'.AQ 

Das  Minuszeichen  ist  eine  Folge  der  Festsetzungen 
in  §  3  über  die  Teilungsverhältnisse  einer  Strecke. 

Wir  haben  den  Satz  des  Menelaos  (98  p.  Chr.) 

Werden  die  3  Seiten  eines  Dreiecks  von 
einer  Geraden  (Transversalen)  geschnitten,  so 
sind  die  Produkte  der  Wechselabschnitte  ent- 
gegengesetzt gleich. 


=    —  1 
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Geht  man  von  Ug  aus,  so  findet  man,  dass  ent- 
weder +  oder  —  /?  auch  gleich  dem  Verhältnis  der 
Abstände  des  Punktes  P  von  S  A  und  S  C  ist,  woraus 
sich  ergiebt: 

AA'.SC'.CP    _ 
SA\CC\AP    -    +  1 

Dies  Resultat  ist  auch  eine  unmittelbare  Folge  von 
13),  wenn  man  bedenkt,  dass  AP  :  CP  ==  — AQ:  CQ  ist. 

Wir  haben  damit  den  Satz  des  Ceva  (1699) : 

Schneiden  sich  drei  Ecktransversalen 
eines  Dreiecks  in  einem  Punkt,  so  sind  die 
Produkte  der  Wec  hs  el  ab  seh  n  itte  einander 
gleich. 

Beide  Sätze,  Menelaos  und  Ceva,  sind  umkehrbar, 
und  darin  besteht  ihre  Bedeutung.     Also: 

Liegen  3  Punkte  auf  den  3  Seiten  eines 
Dreiecks  so,  dassdie  Produkte  der  Wechsel- 
abschnitte entgegengesetzt  gleich  sind,  so 
liegen  die  3  Punkte  in  Einer  Geraden. 

Liegen  3  Punkte  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  so,  dass  dieProdukteder  Wechsel- 
abschnitte glei  ch  sin  d  ,  so  schneiden  sich  die 
3.  zugehörigen  Eck  transversalen  in  Einem 
Punkte.    . 

Man  sieht,  dass  so  bald  man  einen  Teilungspunkt 
einer  Dreieckseite  durch  seine  harmonischen  (in  Be- 
zug auf  die  Ecken)  ersetzt,  die  Gleichungen  des  Mene- 
laos und  Ceva  in  einander  übergehen,  es  gehören 
also  immer  4  Sätze  zusammen,  als  e  i  n  e  G  r  u  pp  e, 
welche  durch  Vertauschung  eiuesPunktes,  zweier  Punkte, . 
dreier  Punkte,  mit  ihren  harmonischeu  auseinander 
folgen. 
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Es  mag  auch  bemerkt  werden,  dass  der  Satz  vom 
vollständigen  Vierseit  eine  unmittelbare  Folge  des 
Menelaos  und  Ceva  ist.  Von  beiden  Sätzen  giebt  es 
zahlreiche  Anwendungen,  so  lassen  sich  z.  B.  die  Sätze 
über  die  Winkelhalbierenden  des  Dreiecks,  der  Satz  über 
das  Schneiden  der  3  Höhen,  der  drei  Mittelsenkrechten 
etc.  ohne  Mühe  mittelst  des  Ceva  beweisen.  Unmittel- 
bar klar  ist,  dass  die  3  Schwer-  oder  Mittellinien  sich 
in  einem  Punkte  schneiden.  Ebenso  leuchtet  der  Satz 
ein:  Die  Linien,  welche  die  Ecken  eines  Drei- 
ecks mit  den  Berührungspunkten  des  Inkreises 
verbinden,  schneiden  sich  im  selben  Punkt. 

Denn  die  Tangenten  von  einem  Punkt  an  einen 
Kreis  sind  gleich.  Aus  diesem  Satz  folgt  sofort,  indem 
man  alle  3  Berührungspunkte  durch  ihre  harmonischen 
Punkte  ersetzt,  der  Satz: 

Die  3  Berührungssehnen  des  Inkreises 
schneiden  die  Gegenseiten  in  3  Punkten, 
welche  auf  Einer  Geraden  liegen. 

Analoge  Sätze  gelten  für  die  Ankreise. 


Das  harmonische  System,  welches  sich  am  natür- 
lichsten darbietet,  ist  das  System  H, ;  H2 ;  H^ — H^ ; 
H,  -(-  Hj ;  in  welchem  Ä  den  Wert  1  hat ;  nach  der 
Festsetzung  der  Bedeutung  von  yl  in  §  8  ist  klar,  dass 
H, — H,;  Hj -[- S3  die  Geraden  sind,  welche  die  4 
Winkelfelder  zwischen  H^   und  H^  halbieren.     Also: 

Zwei  sich  schneidende  Geraden  und  die 
beiden  Halbierungslinien  ihrer  Winkel 
bilden  ein  harmonisches  Strahlenbüudel,  so- 
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wie  die  Umkehrung  (die  beideu  Winkelhalbierenden 
stehen  auf  einander  senkrecht,  was  auch  analytisch  so- 
fort durch  Gleichung  8  gezeigt  werden  kann). 

Wenn  von  vier  har  moniach  en  Strahlen 
das  eine  Paar  auf  einander  senkrecht  steht, 
so  halbieren  diese  den  Winkel  zwischen  dem 
andern  Paare, 


III.  Abschnitt. 


Der  Punkt  als  Träger  der  sich  in  ihm 
schneidenden  Geraden. 

§  9.  Die  Gleichung'  des  Puulites. 

Seien  cos  a,  cos  /?,  p  die  Koordinaten  einer  Geraden, 
wo  nach  c)  cos  ß  =  cos  (w — «) ,  also  wenn  w  =:  90° 
cos^a  -}-  cosV  =  1  ist;  haben  cos  a,  cos  /?,  p  feste  Werte, 
so  bestimmen  sie  eine  Gerade  H  !  x  cos  a.-\-y  cos  ß — p 
=  0,  wo  X  und  y,  als  veränderlich  und  als  Punkt- 
koordinaten aufgefasst,  alle  Punkte  dieser  Geraden  H 
liefern.  Sei  P  |  (x^  [yj  ein  bestimmter  unter  ihnen,  so 
dass  Xj  cos  o  -f  y,  cos  ß — p  ^  0,  so  sieht  man,  dass,  wie 
auch  cos  a,  cos  ß  und  p  sich  ändern,  wenn  nur  die  Re- 
lation c)  bestehen  und  die  Gleichung  Xj  cos  a  -j-  Ji  cos  ß — p 
erfüllt  bleibt,  diese  stets  eine  der  unzähligen  Geraden 
darstellt,  welche  durch  den  Punkt  P  |  (x^  lyj  hindurch- 
gehen. Bezeichnet  man  cos  a,  cos  /?,  p  als  variabel  mit 
u,  V,  w,  und  Xj  und  y^  als  Konstante  mit  A,  B,  so 
liefern    die   sämtlichen  zulässigen  Wertsysteme    von  u, 
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V,  w  alle  Greraden  und  nur  die  Geraden,  welche 
durch  den  Punkt  P  |  (A  <  B)  hindurchgehen  und  dieaer 
erscheint  als  Träger  der  unzähligen  Geraden,  welche 
die  Gleichung  darstellt: 

1)  A  u  +  B  V— w  =  0. 

Diese  Gleichung  hcisst  die  Gleichung  des 
Punktes  P  |  (A  |  B)  in  (Normal i-L  ini  enkoord  i- 
naten.  Es  liegen  also  alle  Linien,  deren 
Koordinaten  1)  genüge  n,  auf  Einem  Punkt, 
gerade  wie  alle  Punkte^  welche  der  Gleichung  H  =  0 
genügen,  auf  Einer  Geraden. 

Es  tritt  hier  das  zuerst  von  Poncelet  formulierte 
wichtigste  Prinzip  der  modernen  Geometrie,  das 
Dualitätsprinzip,  scharf  zu  Tage ,  wonach  zu 
jedem  Satz  über  Punkte  und  Gerade  (in  der  Ebene), 
dual  ein  zweiter  durch  Vertauschung  der  Elemente: 
Gerade  und  Punkt  abgeleitet  wird.  Die  Sätze  von 
der  harmonischen  Teilung,  Menelaos  und  Ceva,  waren 
schon  Beispiele  dieses  Gesetzes. 

Gehen  wir  von  der  speziellen  Farm  U  =  ax  -j-  ßy — 1 
aus,  so  bedeuten  (cf.  §  5,  G)  a  und  ß  die  reciproken 
Werte  der  Abschnitte,  welche  die  Gerade  U  auf  den 
Axen  bildet.  Bezeichnet  man  dann  die  Grössen  a  und 
/S,  insofern  jede  Einzelne  von  ihnen  unbeschränkt 
veränderlich  gedacht  wird,  mit  u  und  v,  so  ist 
au  -|-  bv — 1  =  0  die  Gleichung  jeder  Geraden,  welche 
durch  den  Punkt  P  |  (a  [  b)  hindurch  geht,  und  nur 
dieser,  somit  ist 

N  =  au-f  bv— 1. 
die   Gleichung    des  Punktes    P    in   Linienkoordinaten. 
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Die  Form  N  (die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten 
(lleichung)  heisst  die  Normalform  (der  Gleichung) 
des  Punktes,  sie  ist  von  der  allgemeineren  Form 

M  =  au  +  bv— 0  =  0 
mir  dadurch  verschieden,  dass  in  N  der  Punkt  in  Pankt- 

koordinateu  bestimmt  ist  durch  P  j  (a  f  b),  während  er 
in  M  durch  die  Koordinaten  a,'c  und  b  c  bestimmt  ist ; 
die  Linienkoordiuaten  u  und  v  haben  in  beiden  Formen 
die  gleiche  Bedeutung.  Man  sieht,  dass  es  nur  von 
der  Auffassung  abhängt,  ob  eine  Gleichung  ersten 
Grades  zweier  Variabein  (lineare)  eine  Gerade  oder 
einen  Punkt  darstellt. 

§  10.  Punkte  auf  derselben  Geraden. 

Seien  Wj=0;  AV^  =  0  die  Gleichungen  zweier 
Punkte  Pj  und  P,.  Sei  P  {  W  ein  dritter  Punkt. 
W  kann  als  lineare  Gleichung  (cf.  §  6)  die  Form  er- 
halten -^i^Vj -]- /?2^2  + '^s'  ^^^  ^^®  ^  Konstanten;  Für 
diejenige  Gerade  des  Punktes  P,  welche  durch  P^  geht, 
ist  ausser  W  auch  W^  =  0,  für  die,  welche  durch  P^ 
geht,  ist  ausser  W  auch  W^  =  0,  fallen  beide  Gerade 
zusammen,  so  müssen  alle  drei  W  zugleich  verschwinden, 
d.  h.  ^3  muss  =  0  sein,  wenn  der  Punkt  P  auf  der 
Geraden  Pj  P^  liegt^  und  umgekehrt.  Also  ist  Ä^  Wj  + 
/lg  Wj  die  Gleichung  jedes  Punktes,  der  auf  der  Geraden 
liegt,  welche  die  Punkte  Pj  Wj  und  p^  "W^  (oder 
kürzer  die  Punkte  W^  und  W^  verbindet.  Man  hätte 
auch  wörtlich  den  Gang  von  §  6  befolgen  können.  Die 
Linienkoordinaten  u^  und  Vg  der  Verbindungsgeradeu  aus 
W,  =0  und  W,  ==  0  berechnen  können. 
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Man  würde  wörtlich  bis  auf  Vertauschung  der 
Worte  Punkt  und  Gerade ,  die  §§  5  und  6  wieder- 
holen können,  und  z.  B.  die  Gleichung  des  Punktes 
P  der  auf  zwei  gegebenen  Linien  (Uj  '  vj  und  (u.^  |  Vj) 
liegt,  würde  lauten : 

v  — V 

V— V    =  — -— — ^—    (u  — u  ) 

U,^  —  Uj  ^  '^ 

Allgemein  ist 

W,  X,  +  W,  Ä,  +  W3  ^3  =  0 

die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  W, ,  W^ 
W3  in  einer  Geraden  liegen  (cf.  §  6,  9).  Nach  der  Be- 
merkung vom  Schluss  des  §  4  lässt  sie  sich  auch  auf 
die  Form  bringen: 

W  =  W,  —AW^ 
wobei  wieder  festgesetzt  wird,  dass  für  Ä  ^  cc ,  W^ 
Wj  ist. 

Setzt  man  in  die  Form  der  Gleichung  eines  Punktes 
N         a  u  -}-  t  V — 1  die  Koordinaten  Ue  und   Ve  einer 

ortsfremden  QeradeL,  so  ist  Ne  =1=0,  aber  Ne  1         ^ 

f* 
wo  ft  (cf.  §  6  Schluss)  nur  von  Uo  und  Ve  d.  h.  von  L 
abhängt;  d.  h.  Ne  ist,  abgesehen  von  dem  für  dieselbe 
Gerade  konstanten  Faktor  u,  der  Abstand  des 
Punktes  N  von  der  Geraden  L.  Das  Zeichen  des 
Abstandes  bestimmt  sich  nach  der  in  §  7  gegebenen 
Regel,  aus  der  folgt,  dass  für  2  Punkte,  welche  auf 
derselben  Seite  von  L  liegen,  bezw.  für  Geraden,  welche 
die  Verbindungsstrecke  beider  Punkte  nicht  schneiden, 
die  Abstände  dasselbe  Zeichen  haben,  und  im  ent- 
gegengesetzten Falle  entgegengesetztes. 
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Es  sei  für  eine  Gerade  Ue  Ve  :  Ni,e  +  '^2,e  =  0,  als- 
dann ist,  wenn  wir  u©  und  Yq,  als,  Einzeln  betrachtet, 
beliebig  variabel  (u  und  v)  ansehen:  N=Nj-|-N2=0 
1)  die  Gleichung  eines  Punktes;  2)  eines  Punktes  auf 
der  Geraden,  welche  Pj  N^mitP^  |  Nj  verbindet;  3) 
eines  Punktes,  dessen  Geraden  von  P^  und  P^  entgegen- 
gesetzt gleichen  Abstand  haben,  d.  h. : 
Nj+N2=0  ist  die  Gleichung  der  Mitte  M 
von  Pj  Pj.  Sei  N  =:  N^ — Ng  =  0,  so  ist  dies  die  Gleichung 

eines  Punktes^  derauf  Pj  P.^  liegt,  und  dessen  Geraden  von 
Pj  und  P^  gleichen  Abstand  haben,  d.  h.  aber  N   N^ — N^ 

ist  der  Unendlich  ferne  Punkt  auf  PiPg.  Man 
kann  das  leicht  nachprüfen,  da  in  der  Form  N^N^ — N^ 
das  konstante  Glied  0  ist,  d.  h.  aber  der  Punkt  N  = 
'l  u  -)-  H  v  =  0  hat  die  Punktkoordinaten  Ä  :  0;  ^  :  0 
id  est  00  . 

Seien   N^  =  0;  N^  ;=  0,    N3  =  0    die  Gleichungen 
der  3  Ecken  A,   B,  C   eines   Dreiecks,    dann  ist  N^  -j- 
N3    {     der  Mitte  A^  von  BC;  ebenso  Ng  +  Nj  B, ; 

N,  +  N,{  C, 
während 

N,-N3  =05  N3-N,  ==  0;  N,-N,  =  0 
die  unendlich  fernen   Punkte    auf   BC,  CA,  AB    dar- 
stellen.    Es  ist  nun: 

(N.-NJ  +  (N3-NJ  +  (N -N,)  =  0 
d.  h.:  (nach  9).     Die    unendlich    fernen   Punkte 
liegen    auf    Einer    Geraden,    der    unendlich 
fernen  Geraden. 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  i 
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Ferner: 

(N.-NJ  +  (N3  +  N,)-(N,  +  N,)  =  0 
d.  h.:  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
zweier  Seiten  ist  der  dritten  parallel. 

Es  ist  W  r=  N,  -J-  N^  +  N3  =  0  die  Gleichung 
eines  Punktes  P,  (als  lineare  Gleichung  in  Linien- 
koordiuaten) ;  kurz  P  Nj  -|-  N.,  -|-  N3,  da  aber  auch 
"W  ^  N,  +  (^2  +  N3),  so  liegt  P  auf  der  Geraden, 
welche  A 1  Nj  mit  Aj  |  (N^  -|-  N3)  verbindet.  Da  aber 
W  auch  =  N2  +  (Nj  +  N3)  und  uz  N3  +  (N^  +  ^,\ 
ao  heisst  dies:  Die  3  Mittellinien  einesDreiecks 
schneiden  sich  in  Einem  Punkte. 

Die  Höhenfusspunkte  haben  die  Gleichungen 
Nj  cot  /?  -f  N3  cot  y ;  N3  cot  j/  -f  Nj  cot  a ;  N,  cot  a  +  N^  cot  ß, 
somit  schneiden  sich  die  drei  Höhen  in  dem 
Punkte. 

H  ^  Nj  cot«  +  N,  cot/?  -f  N3  cot  j/  =  0. 


§  11.    Harmouisclie  Punkte. 

Es  seien  A  und  C  zwei  Punkte,  Nj   und    N^   ihre 
Normalforraeu,  alsdann  ist 

W  =  N,— ^N.,  =0 
die  Gleichung  eines  Punktes  P  auf  der  Verbindungs- 
linie von  A  und  C  der  innerhalb  AG  liegt^  wenn  Ä 
negativ^  und  wo  ^  =  Nj :  N.^  für  alle  seine  Geraden 
konstant  und  somit  gleich  dem  Teilungsver- 
hältnis von  AP:  PC  ist,  da  zu  den  Geraden  des 
Punktes  P  auch  die  in  P  auf  AG  Senkrechte  gehöi-t. 
Dasselbe  gilt,  wenn  A.  positiv,  nur  dass  dann  P  ausser- 
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halb  liegt.  Ist  Q  ein  Punkt  ausserhalb,  also  1  N^ — /^N^ 
wo  (A  positiv,  und  ist  ^  -f-  >i  =  0,  so  sind  nach  dem 
Vorhergesagten,  die  Punkte  A,  C,  P,  Q  harmonisch, 
also  sind 

N,  =  0;  N,  =  0;  N^— /IN^  =  0;  N^  +  X^,  =  0 

Die  Gleichungen  eines  harmonischen  Punktsystems 
ACPQ  oder  [ACPQ],  wo  A  und  C  das  eine  Paar 
konjugierter  Punkte,  P  und  Q  das  andere  bilden,  oder 
A  und  C  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt 
werden.  Es  ist  üblich,  die  Punkte  in  der  Reihen- 
folge zu  nennen,  dass  der  die  Strecke  der  beiden  ersten 
innerhalb  teilende  an  dritter  Stelle   genannt  wird. 

Man  könnte  immer  die  Rechnungen  und  Betrach- 
tungen des  §  8  wörtlich  wiederholen  und  würde  mit 
Vertauschung  der  Worte :  Punkt  und  Gerade  zu  den  dualen 
oder  reciproken  Sätzen  gelangen,  wobei  zu  bemerken,  dass 
Menelaos  und  Ceva  schon  dual  sind,  da  wir  beim  Be- 
weis schon  den  Dualismus  zwischen  harmonischem 
Strahl-  und  Punktsystem  benützt  haben ;  indessen  sei 
noch  einiges  ausgeführt. 

Zunächst  ist,  wenn  N^ — /iN,,  mit  W^,  Nj  -f  /IN2 
mit  W^  bezeichnet  werden 

W,^il-Ä)\-  W,  =  (1  +  ^)N, 
wo  N,  und  N.    die  Normalformen    der  Punkte  P  und 
Q  [/?  ist  hier  negativ]   alsdann  folgt 

2N,  =(l-;i)[N3-^^    N.    ] 

-  2  ^  N,  =  [l-Ä)  1^X3+  ^^    N,    ] 

oder 

W,  =  N3-^N,;  W,  =  N3+/*N, 
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d.  h.  also  Wj  und  W^  werden  durch  Wj  und  W,  eben- 
falls harmonisch    getrennt    und    das    Teilungsverhältnis 

Ä  -{-  1 
der  Strecke  P  Q  ist  abgesehen  vom  Zeichen    — - — - — 


Es  werde  noch  der  duale  Satz  zum  Hauptsatz  über 
die  harmonischen  Strahlen  S.  37  direkt  abgeleitet,  er 
lautet:  Wird  ein  Punkt  mit  einem  harmonischen 
Punktsystem  verbunden,  so  entsteht  ein 
harmonisches  Strahlensystem. 

Sei  [ACPQ]  das  harmonische  System,  und  S  der 
Punkt.     Es  werde    die    Distance    eines    Punktes    z.  B. 

auf  SA  von  einer  Geraden  z.  B.  S  P  mit    d   bezeichnet. 

P 

Dann  ist    d   :    d      längst    des    Strahles    S  A    konstant 

p  q  ö 

(cf.  §  8)  und  sei  gleich  c,  ebenso    d   :    d      längst     S  C 
konstant  und  gleich  c* 

c         ^d     'd 

c'       '^d    "d 
p      q 

Also  c  -|-  c*  =  0,  womit  der  Satz  bewiesen. 

§  12.  Zusainmeustellung  der  wichtigsten  Formeln 
über  die  Gerade. 

1)  Gleichung  der  Geraden  g,  welche  durch  den 
Punkt  P  I  (Xj  ]  yj  geht  und  mit  -]-  X  den  Winkel  a 
bildet  (S.  25.) 

1)  y — yj=r(x — X,),  wo  r  „der  Kichtungsfaktor" 
=  sin  a/sin  (w — a). 
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1»)   Ist  P  I  (0  b),  so  ist  die  Gleichung 

la)  y_(jx  +  b^  =  0. 

2)  Bedingung  dafür,  dass  4  Gerade  durch  P  mit 
den  Richtungsfaktoren  r^  und  r^  einerseits  und  d-^  und 
^j  andrerseits  einander  harmonisch  trennen  (^abgeleitet 
aus  Formel  4). 

2)  K  +  ^)(^  +  ^J  =  2(v^+VJ 

3)  Winkel  zweier  Geraden  bei  w  =  90**  und  positiver 
Drehung  der  ersten  zur  zweiten 

r — r 

3)  tg  gt)  =  "p — ^  ,     die    Geraden    parallel ,    wenn 

T^  =:  r^,  senkrecht,  wenn  1  +  t^t^  ==  0  ist. 

4)  Gleichung,  wenn  g  durch  2  Punkte  P  |  (x^  :  yj 
und  Q    I   (x^  i  jj)  bestimmt  ist. 

^  ^      ^'       x^—x^  ^  1^'  x^—x,       X3— X,- 

5)  Gleichung  der  Geraden  in  Hesse's  Form  (S.  33.) 

5)  H  =  X  cos  a  +  y  cos  ß — p  —  0,  wo,  wenn  w  =  90", 
cos^a  +  cosV  =  !• 

6)  Abstand  d  des  Punktes  P  |   (|  '»?)  von  H. 

6)  I  cos  a  4-  ^  cos  ß — ö  =  d. 

7)  Gleichung  der  Geraden  A  in  Axenform  (S.  24.) 

7)  A  =  — +  -^-— 1=0,    wo    a   und   b    die   Ab- 

schnitte    sind,    welche  A    auf   den    Axen    abschneidet; 
wird  a^i  mit  u  und  h—^  mit  v  bezeichnet,  so  hat  man 

7^)  A  =  ux  +  vy — 1  =  0,  also  r  = ,    und, 

(wenn  w  =  90°)  S'  (u'  +  y^)  =  1. 
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Ist  u  =  0,  V  endlich  und  bestimmt,  so  ist  A  ||  der 
x-Axe,  ist  u  beliebig,  v  =  oo,  so  ist  A  die  x-Axe  selbst. 

Ist  V  ==  0,  u  endlich  und  bestimmt,  so  ist  A  ||  der 
y-Axe,  ist  v  beliebig,  u  =  oo,  so  ist  A  die  y-Axe  selbst. 

Ist  u^O,  v=0,  so  istAdieunendlich  ferne 
Gerade. 

Ist  u  =  CO,  V  ^  oo,  so  geht  A  durch  den  Nullpunkt 
und  wird  durch  den  Quotienten  u :  v  bestimmt. 

8)  Ist  A„  I  (Uj,  t  v^)  und  Aj  (Uj  I  V,)  und  ihr  Schnitt- 
punkt S  I   (I  i »/),  so  ist 

8)  l  =  (v,— vj:.l;  ^  =  (u„— uj:.?,  wo  /?  =  u,v, 
— v„u,. 

9)  Ist  w  =  90  und  (p  der  Winkel  zwischen  A^  und 
Aj,  so  ist 


9)  tgy  =  "^V-",  also  sinV  =  v^'=«5„^d^ 


10)  Gleichung  der  Geraden  g  in  allgemeiner  Form. 
10)     ax -j- by — c  =  0,     also     a:c  =  u;     b:c  =  v; 
^=  — a  :  b. 


IV.  Abschnitt. 

Farallel'Koordiiiaten-Transformation. 

§  13. 
Es    ist   häufig    von   Vorteil,     das    Axensystem    zu 
wechseln.     Seien  2  Axensysterae  gegeben  mit  den  An- 
fangspunkten   0    und    0\    den    Winkeln    w    und    w* 
Fig.  9.     Sei    ein  und  derselbe  Punkt  P    in  Bezug   auf 

das  Erste  |  (x  y),   in  Bezug  auf  das  Zweite  I  (x'ly'), 
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so  folgt  aus  der  Aequivalenz  des  Punktes  und  seiner 
Koordinaten,  dass  (x|y)  (x*,  y'),  d,  h.  x  und  y  müssen 
durch  x'  und  y^  unzweideutig  bestimmt  sein,  und  um- 
gekehrt X*  und  y'  durch  x  und  y.  Da  ferner  x  und 
y  bezw.  x*  oder  y^  nur  unendlich  werden  können,  für 
unendliches  x'  oder  y^  bezw.  x  oder  y,    so  haben   wir 


x  =  yx^  +  ^yi-f  £;  J  =  yy  +  Sj' +  e,, 
wo  die  7,  S,  e,  etc.  zu  bestimmende  Konstanten  sind. 
Die  Bedeutung  von  e  und  e^  wird  sofort  klar,  sobald 
man  x^  und  y'  gleich  0  setzt.  Es  ist,  da  0^  (0  0) 
ist  in  Bezug  auf  das  gestrichene  System:  x^  =  t;  y^, 
=^£j  d.  h.  £  und  Cj  sinddieAbscisse  uudOrdi- 
nate  des  neuen  Anfangspunktes  im  alten 
System. 
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Zur  Beatimniung  von  y  und  <5  bezw.  y^  und  ^^ 
dient  die  Bemerkung,  dass  x  =  0  bezw.  y:=0  die 
Gleichungen  der  y  bezw.  x-Axe  sind.  Ist  der  Winkel, 
den  +x'  mit  +y  bildet  (Fig.  9)  «,  so  ist  nach  §  5 
7*)  (Form  L  der  Gleichung  der  Geraden) 

^    -     6^         6  ~sin(w'-a)^   +  ^°' 
also  y  =  /l  sin  a ;  <J  =  — ^  sin  (w' — a). 

Um  ^  zu  bestimmen,  dient  der  Sinussatz  demzufolge 

e  sin  (w' — a) 

^r— =  — ; und  da  £  ^= — b.(5,  so  ist: 

Dg  sin  w  " 

—  1  sin  a  8in(w* — o) 

X  =  -: ,  demnach  y  = . ,  o  = ^ -'. 

sin  w  sin  w  sin  w 

Führen  wir  den  Winkel  a  als  Winkel  zwischen 
■\-  X  und  -|"  x'  und  ß  als  Winkel  zwischen  +  x  und 
-|-  y^  ein,  so  erhalten  wir: 

1*)  X  sin  w  =  x'  siii  (w— ^)  +  J  '  sin  (w— ^)  -|-  «  sin  w. 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich: 

1)  y  sin  w  =  x'  sin^  +  y'  si"  /?  +  ^x  si"  w. 

Zu  bemerken  ist^  dass"^— ^=w*  ist. 

Sind  die  neuen  Koordinaten  den  alten  parallel  und 
gleichgerichtet,  so  ist  a  =  0,  /?  =  w  und  man  erhält 

x  =  xi  +  £5  y  =  y'  +  ^i. 

Eine  Parall Verschiebung  des  Axenkreuzes 
ändert  alsoAbscisse  bezw.  Ordinate  nur  um 
die  konstante  Abscisse  bezw.  Ordinate  des 
neuen  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  das  alte 
System,  was  man  auch  unmittelbar  sehen  kann. 

Sind  w  und  w^  beide  =  90",  wie  sehr  häufig,  so  ist 
~ß^=  90  4"^>  "°*^  vci^'o.  erhält 

la)  X  =  X*  cos  ä — y'  sin  a-\-  e 
y  =  X*  sin  a  +  y'  cos^  -)-  e^. 
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Findet  eine  blosse  Drehung  eines  rechtwinkligen 
Axenkreuzes  um  den  Nullpunkt  statt,  so  sind  e  und  e^ 
beide  0  und  man  hat  die  am  meisten  gebrauchten 
Formeln 

2)  x  =  x'co3^ — y' sin^ 
y  ^  X*  sin^  +  y'  cos^. 


Mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Bedeutung  der 
Koordinatentransformation  empfiehlt  sich  eine  zweite 
Herleitung. 


Fig.  10. 


Sei  jetzt     ein  Axensystem    0,  X,    Y,  w    gegeben, 

+  X  werde  (Fig.  10)  in  die  Lage  +  XS  +  Y  in  +  Y' 

gedreht    (stets    im    positiven    Sinn).      Dann    ist,    wenn 

P    {   (x|y)  {  (x»ly')  ist:    x  =  OA;  y  =3  AP,  x^  =  0 A'; 

y'  =  A»P. 
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Projiciert  man  nun  den  LiuienzugOAPA'O  auf  eine 
ganz  beliebige  Projectionsaxe  +  Z  und  bezeichnet  den 
Winkel  zwischen  -j-  Z  und  -f  X  wie  üblich  mit  (zx), 
so  ist: 

xcos  (zx)  -r  y  cos  (zy) — y'  cos  (zy')  —  x'co3(zx')  =  0 
so  dass 

xcos  (zx)  -j-  y  cos(zy)  =  x'  cos  (z  x')-]-y  cod(zy'; 
Diese  Grleichuug  umschliesst  einen  wichtigen  Satz. 

DieSumme  der  Projectioneu  der  Koordi- 
naten eines  Punktes  auf  eine  beliebige  Axe 
ist  von  der  Richtung  der  Koordinaten  unab- 
hängig. 

Die  völlige  Freiheit  iu  der  Wahl  der  Axe  Z  kann 
man  nun  benutzen,  um  x  und  y  durch  x'  und  y',  aber 
auch  diese  durch  jene  auszudrücken,  je  nachdem  man 
cos  (z  y),  cos(zx),  cos(zy'),  cos(zx*),  verschwinden  lässt, 
dadurch,  dass  mau  die  betreflfenden  Winkel  =  1)0"  wählt. 
Unter  Berücksichtigung,  dass  ganz  allgemein,  wenn 
a,  b,  c  drei  Geraden,  (ab)  +  (bc)  =  (ac)  ist,  ergiebt  sich 
sofort : 

4)  X  sin  w  =  x'  sin  (w —  a)  -p  y'3in(w — ß  ) 
y  sin  w  =  x'  sin  ö^  -|-  y  *  sin  ß^ 
X*  sin  w'  =  X  sin  ß  —  y  sin  (w — ß  ) 
y'  sin  w'  =  —  x  sin  a  +  y  sin  (w  — a  ) 

Sind  w  und  w'  beide  =  90",  so  gehen  die  beiden 
letzten  Gleichungen  über  in 

X*  =  X  cos  a  -}-y  sin  a;    y'  =  —  x  sin  a  -{-  y  cos  o 
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V.  Abschnitt. 

Der  Kreis. 

§  14.    Die  Kurve. 

Der  Kreis  wird  definiert  als  Ort  der  Punkte,  die 
von  einem  gegebenen  Punkte,  dem  Centrum  (M  I  (a  |  b)| 
eine  gegebene  Entfernung  z.  B.  r  haben.  Dann  ist 
nach  §  3 

K  =  (x— a)'  +  (y— b)'  +  2  (x— a)  (y— b)  cos  w— r-  ==  0 
die  Gleichung  des  Kreises. 

Sind  X,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
P,  so  ist  K=MP-— r"  d.h.  die  Form  K  stellt  für 
jeden  beliebigen  Punkt  P  dar  die  Differenz 
des  Quadrates  seiner  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt und  des  Quadrates  des  Radius  d.  h.  Kp 
ist  die  Potenz  des  Punktes  Pin  Bezug  aufden 
Kreis  K.*) 

Ist  VT  =  90,  so  geht  K  =  0  über  in: 

1)  (x-a)^  +  (y-b)^-r^  -=  0 

die  sogen.  Normalform  Kn,  ist  auch  noch  M  I  (00) 
d.  h.   fällt  M  mit  0  zusammen,  so  ist: 

2)  K  =  x^  +  y=— r^  =  0 

die  Mittelpuuktsgleichung.  (Form  M) 


*)  Potenz  uach  Steiner;  es  gilt  der  Satz:  Das  Rechteck  ans 
Aen  Abschnitten  aller  sich  im  selben  Punlit  schneidenden  Sehnen  des 
Kreises  K  ist  konstant  und  gleich  +  (MF'— r'),  je  nachdem  MF  >  oder 
<  r  ist.  Beweis:  Die  halbe  Sehne  sei  <T,  das  Stück  zwischen  ihrer 
Mitte  und  P  =  z  ,  so  ist  das  Rechteck  gleich  +  (z  -f-  ct)  (z— o)  = 
db  (z'— ff»)  =  ±  <  MP  « — r'). 
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Die  Gleichung  des  Kreises  ist  vom  2.  Grade 
(quadratische  Form)^  aber  nicht  jede  Gleichung  2. 
Grades  ist  die  eines  Kreises.  Sei  f  (x,  y)  =  0  eine  solche, 
so  muss  sie  1  der  Form  K  sein,  d.  h.  sie  kann  sich 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  von  K  unterscheiden,  ■ 
der  durch  Division  beseitigt  werden  kann.  Demnach 
muss  f  (x,  y)  die  Form  annehmen: 

Q  =  x'+  y''  +  2sxy— 2px— 2qy  +  n  =  0 

Diese  Vergleichung  ergiebt  1)  s  muss  <  1  sein, 
denn  es  muss  s  =  cos  w  sein^  2)  es  muss :  a  -)-  b  cos  w 
=;  p,  b  +  a  cos  w  =  q  sein,  und  hieraus : 

6)    ^  -       ^_g,     ,   a  -       ^_^,     , 

q^  +  P^ — 2  pq  cos  w 

r^  =    — T—r  -^ n 

sin   w 

Ist  Punkt  A  I  (p/sin  w),  —  (q/sin  w)  so  ist  r"  = 
OA^ — n.  Damit  also  eine  beliebige  quadra- 
tische Form  Q  die  Form  eines  Kreises  sei, 
ist  nötig,  dass  1)  die  Koefficienten  von  x^ 
und  y**  beide  gleich;  2)  nach  Division  mit 
diesen  Koefficienten  der  Koefficient  von 
2  xy  kleiner  als  l*)ist,  3)  der  Punkt  A  ausser- 
halb des  Kreises  bezw.  OA^  >  nsei.  Istw  =  90", 
so  muss  der    Koefficient  s  von  xy  gleich  0  sein,    und 

q'  +  P'  >  n. 

Um  die  Gleichung  des  Kreises  aus  der  Form  Q 
in  die  Form  K  zu  transformieren,  ist  eine  Koordinaten- 
transformation erforderlich ,  wobei  in  der  Formel  1 
des  §  13  für  e  und  e^   die  Werte  a  und  b  aus  3)   ein- 


*;  grösser  als  0  ist. 
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zusetzen  "a  =  0  und  ß  =z  90^    da  ja  K  giltig  bleibt  für 
jede  beliebige  Richtung  der  X-Axe. 


§  15.    Kreis  und  Gerade, 

Sei  1)  ux  +  vy — 1  =  0  eine  Gerade  A 
2)  x'^  +  y^— r'  =  0  ein  Kreis  K 

Die  Kombination  der  Gleichungen  1  und  2  liefert, 
wenn  u  und  v  als  gegeben  betrachtet  werden,  die  Koor- 
dinaten der  Schnittpunkte.  Da  1  linear  und  2  qua- 
dratisch, so  erhellt,  dass  ein  Kreis  und  eine  Gerade 
nie  mehr  als  2  Punkte  gemeinsam  haben  können,  und 
daher  gehört  der  Kreis  zu  den  Kurven  2.  Ordnung 
oder  2.  Grades.  Da  1  und  2  symmetrisch  in  Bezug  auf 
u  und  V  einerseits  und  x  und  y  anderseits,  so  erhellt, 
dass  man  aus  den  Werten  des  x  die  des  y  durch  Ver- 
tauschung von  u  und  v  erhält  und  vice  versa. 

Eliminiert  man  z.  B.  y,  so  resultiert: 

3)     ex'  -f  dx  -f  e  =  0 
wo  c  =  u'  -)-  v'"* ;  d  =  —  2  u ,  e  =  1— r^  v^  ist. 

Seien  x^  und  x^  die  Wurzeln  der  dritten  Gleichung 
(Xj  y^)  und  (x^  y^)  also  Kreispunkte,  so  ist  (Arithmetik 

V.  Schubert  etc.  S.  111)  x^  -(- Xg  =  — =  —    und 

ähnlich 

2  V 

71+72    =    —^ 

Also  — ^  =  ^'  "7  ^'^    •■  aber    nach    S    12,    7^    ist 

V        yi+y.2  " 

der  Richtungsfaktor  der  Geraden,  welche  durch 

die  Punkte  (x^iy^)  und  (x^  |  y^)  geht,  somit  ist 
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4*)  die  Gleicliung  der  SehueeinesKreises 

(in  der  Form  :\r)  y-y,  =  _i_3_  (x-x^) 

J 1  "1"  Ja 
der  man  auch  die  Form  geben  kann 

4'i*  (x  X,  +y  y,  —  r'')  +  (x  x,  +  y  y.,— r^)  =  x,  x^  +  y,y.,-r^ 

ausser  wenn  v  =  0  ist.     Fallen    Xj    und  x^  und    damit 

auch  y,   und  y^    (in    Folge    von  1)  zusammen,    so  wird 

die  Sehne   zur  Tangente,    ihr  Richtungsfaktor 

wird  —  X,  '  yj   und  ihre  Gleichung  ist : 

5)  XX,  -f  yy,— r^  .=  0 

Man  sieht  sofort  (nach  §  12  No.  3)  dass  die  Tan- 
gente   auf    dem    Radius    durch    den    Berührungspunkt 


Riclituugsfaktor :   1  senkrecht  steht. 


Aus  den  Sätzen  der  Arithmetik  S.  11.3,  erhalten 
wir  ohne  Mühe  als  Bedingung  dafür,  dass  x^y,  und  x^y^ 
reell  sind:  r"  (u^ -)- v") — 1  >  0,  dass  x,y,  und  x.^y^  zu- 
sammenfallen: (u'*  J- V")  r-— 1  =  0,  dass  sie  (komplex 
konjugiert)  imaginär  sind  :  (u"  -|-  v")  r^ — 1  <  0.  Es  ist 
aber  entweder  nach  §  12  oder  direkt  klar,  dass  u^  -j-v^  =: 

— y, —  wo  (5  den  Abstand  der  Geraden  A    (u|v)  vom  0- 

Punkt  also  vom  Centrum  bedeutet,  und  wir  erhalten 
somit  die  aus  den  Elementen  bekannten  Bedingungen 
für  die  Beziehung  zwischen  Kreis  und  Gerade  wieder. 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  lassen  sich  auch  etwas 
anders  auffassen.  Wenn  x,  y,  irgend  ein  Punkt  B  (xjyj) 
auf  dem  Kreis  ist  und  u  und  v  beliebig,  so  ist  1)  nach 
§  10  die  Gleichung  des  Punktes. 

Damit  u  und  v  dann  die  Koordinaten  der  Tangente 
durch  B  sind,  musa  u:v:=Xj:y,  sein,  also  haben  wir 
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uxi  +  vy^  — 1  =  0 

woraus  sich  u  uud  v  ergeben  als  u  =  Xj:r",  v  =  jj :  r^ 
woraus  sich  ohne  weiteres  5*)  als  Grleichung  der  Tan- 
gente durch  den  beliebigen  Punkt  B(xi  yj  ergiebt  und 
ferner  (u^  -p  v^)r" — 1  =  0  als  Bedingung  dafür,  dass  die 

Geraden  A      i  (u  j  v)  eine  Tangente  an  den  Kreis  M  sei. 

Die  Grleichung 

6)  (u-  + v-)r^— 1  -0 
ist  also  die  Gleichung  des  Kreises    (bei  Form 
M)  in  Linienkoordinaten. 

Geht  man  von  der  Form  M  zur  Form  Kn  über, 
so  sind  nur  die  Punktkoordinaten  x,  y  etc.  durch 
die  Differenzen  (x — a^i;  (y — b)  etc.  zu  ersetzen,  somit 
geht  5)  über  in: 

(x_a)  (x^  -a)  +  (y-b)  (y,-b)-r^  =  0. 
Da  u^  +  v^  =  (5-2,    so  ist  nach  S.   53    für  8'  (da  6  den 
Abstand   des  Punktes  M    und    der    Geraden    (u  |  v)  be- 
deutet) zu  setzen  (au-|-bv — 1)'",  somit 

6a  (u^  +  V-)  r"^— (a  u  +  bv— l)^=OdieGleichung 
des  Kreises  (bei  Form  Kn )  in  Linienkoor- 
dinaten. Ist  P  I  (Xj'yJ  ein  beliebiger  Punkt  von 
dem  aus  an  den  Kreis  M  Tangenten  gelegt  werden 
sollen,  und  sind  u  und  v  ihre  Koordinaten,  so  hat 
man  zur   Bestimmung  von  u  und  v: 

a^)     ux,  -|-  vyj — 1  =  0  (die  Tangentengehören  zu 
den  Geraden  des  Punktes  (x^  y,) 

bi)     u^  +  v'— r-^  =  0  (nach  6) 

Da  die  Systeme  sich  von  dem  sub  1  und  2  dieses 
Paragraphen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  x  und  y 
als  Yariabele  durch  u  und  v  ersetzt  sind  und  r"  durch 
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l|r',  so  erhält  man  ohne  weiteres  die  analogen  Resultate, 
also : 

1)  Durch  keinen  Punkt  P  gehen  mehr  als 
2  Tangenten  eines  Kreises  d.  h,  der  Kreis  ist 
eine  Kurve  2.  Klasse. 

2)  Es  giebt  vonP  aus  2  Tangenten,  Eine, 
keine,  jenachdemy^  =  Xj'^-|-yi^>  "^^5  =^^  <  r*;i8t, 
d.  h.  al  so  j  e  nach  dem  P  ausserhalb  des  Kreises 
auf  ihm,  oder  innerhalb  liegt. 

Zur    Bestimmung    von    Uj ,  u^ ;    v, ,    v^    hat    nian^ 
wenn  p^  =  d* — r^  die  Potenz  von  p  bezeichnet: 
_    rxjiyp  ry  +  xp 

""2  ~        rd*      '  ^''2  ~       rd' 
Sind  ^j  T^j    und  ^^  %   ^^®  Berührungspunkte,    so  ist 

Als  Gleichung  der  Tangenten  von  P  (Xj/yi)  an 
den  Kreis  erhalten  wir 

7)  r  (x  X,  +  y  y,— d")  +  p  (x  y,— y  x,)  =  0 
welche  leicht  auf  die  Form  K  n   eingerichtet  wird. 

Die  Gleichung  der  Berührungssebne  wird,  da 
^1+^  =  r'  K  +  uj  und  ^,1,  =  r^u^u^  etc. 

8)  XX, +yy,-r'  =  0, 
sie  stimmt  also  der  Form  nach  völlig  mit 
der  der  Tangente  in  einem  Punkte  (Xjiy,)  des 
Kreises  überein,  nur  dass  hier  (x,  > y, )  der  beliebige 
Schnittpunkt  der  Tangenten  ist.  Geht  man  von  der 
Form  Kjj  aus,  so  geht  8)  über  in 

(x-a)  (x,-a)  +  (y-b)  (y,-b)-r^  =  0. 

Wie  aus  dieser  Uebereinstimmung  die  harmonischen 
Eigenschaften  des  Kreises  sich  sofort  ergeben,  findet 
sich  in  den  Paragraphen  45  etc. 
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§  16.  Kreis  uud  Kreis;  Kreisschaar. 

Seien  K^  =:  0  und  K.,  =  0  die  Gleichungen  2.  Kreise, 
ihre  Kombination  liefert  die  Koordinaten  der  Schnitt- 
punkte; da  beide  K  vom  2.  Grade,  so  würde  es  4  ge- 
meinsame Lösungssysterae  geben  können;  indessen  ist 
das  System  Kj  ==  0,  K.^  —  0  identisch  mit  dem  System 
Kl  =0,  K| — K.,  =0,  wie  sofort  klar;  und  die  zweite 
Gleichung  ist,  da  die  quadratischen  Glieder  sich  auf- 
heben, linear,  somit  existieren  nur  2  gemeinsame 
Tjösungen.  Diese  können  zusammenfallen  und  auch 
imaginär  werden.  Wenn  x  und  y  sehr  gross  werden, 
reduziert  sich  für  jeden  Kreis  K  die  Form  K  auf  die 
quadratischen  Glieder. 

x^  -|-  y^  -)-  2  X  y  cos  w^  der  Radius  und  der  Mittel- 
punkt fallen  ganz  heraus,  somit  kann  man  sagen,  dass 
allen  Kreisen  die  Lösungen  von  x'  -j-  y '  -)-  2  x  y  cos  w  =;  Q 
bei  Annahme  von  x  (und  y)  als  unendlich  gross  iden- 
tisch sind.  Man  sagt  daher  oft:  Alle  Kreise  haben 
dieselben  beiden  (imaginären)  Punkte  im 
Unendlichen  gemeinsam.  Sieht  man  von  diesen 
ab,  so  bleiben  nur  2  Schnittpunkte  übrig,  welche  reell 
und  getrennt,  reell  und  zusammenfallend,  getrennt  und 
imaginär  sind;  je  nachdem  die  Centrale  zwischen 
Summe  und  Differenz  der  Radien,  gleich  Summe  oder 
Differenz  der  Radien ,  grösser  als  die  Summe  oder 
kleiner  als  die  Differenz  der  Radien  ist. 

Die  Linie  S  =  K,— K,  =  0  geht  in  allen  3  Fällen 

durch  die  Schnittpunkte,  und  ist  stets  reell  auch  im 

3.  Falle,    also    ist    die  Schuittgerade    reell,    auch    wenn 

die  Schnittpunkte  als  sichtbare  Punkte  nicht  existieren. 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  5 
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Da  längs  S  :  K,  =  K,^  ist,  so  lieisst  dies,  jeder  Punkt 
von  S  hat  für  beide  Kreise  die  gleiche  Potenz  und  um- 
gekehrt, hat  ein  Punkt  für  beide  gleiche  Potenz,  so  ist 
für  seine  Koordinaten  K^  =  K.^,  also  K^ — -K^  =  0,  d.  h. 
der  Punkt  liegt  auf  S,  die  Schnittlinie  ist  also  zu- 
gleich Potenzlinie  beider  Kreise.  Ist  P  ein  Punkt  auf 
S,  dj  seine  Entfernung  von  M^  und  d,  von  M.^,  so 
ist,  da  Kj  =  dj'*— Tj''^  und  K^  =  d^' — r^^  ist,  d,'' — r/^ 
=  dj^ — r^^  Da  der  Gegenpunkt  P,  von  P  in  Bezug 
auf  die  Centrale  oder  Axe  auch  von  M^  und  M^  die 
Entfernungen  dj  und  d^  hat,  so  liegt  auch  P,  auf  S, 
undS  steht  auf  der  Axe  senkrecht  und  teilt 
sie  so,  dass  die  Differenz  der  Quadrate  der 
Abschnitte  gleich  der  Differenz  der  Quadrate 
der  Radien  ist. 

Seien  K,  =  0 ,  K^  =  0 ,  Kj  =  0  die  Gleichungen 
S.Kreise,  S,  =  K^— K3 ;  S^  =  K3— K, ;  Sg^Kj— K^,  so 
ist  S,+S,  +  S3  =  0. 

Also :  Die  3  Potenz-  oder  Schnittlinien 
dreierKreise  schneiden  sich  stets  inEinem 
Punkt. 

Dieser  Satz  giebt  ein  einfaches  Mittel,  die  Potenz- 
linie zweier  sich  nicht  (in  reellen  Punkten)  schneidender 
Kreise  zu  konstruieren. 


Haben  Kj  =  0  und  K^  =  0  die  vorige  Bedeutung, 
80    stellt   Kj  +  y?K2,   wo    X    eine    beliebige   Konstante 

K       I      }  TT 

einen   dritten  Kreis  K3    dar,    wo  K3  = — '     ■    .    '  ist, 
und   da   das  Verschwinden   zweier  K   auch  von   selbst 
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dem  dritten  K  den  Wert  0  giebt,  so  schneiden  sich 
die  3  Kreise  in  denselben  reellen  (oder  imaginären) 
Punkten,  sie  haben  daher  auch  stets  dieselbe  Potenz- 
linie, wie  schon  daraus  folgt,  dass  für  einen  Punkt  auf 

S  :  Kj  =  K,^  und  somit  K3  =  — '        ^    =  K^  ist.   Jeder 

Punkt  auf  S  hat  also  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf 
alle  3  Kreise,  und  allgemein  in  Bezug  auf  die  ganze 
Kreisschaar,  welche  durch  die  Schnittpunkte  von  Kj 
und  Kj  hindurchgeht,  die  Potenzlinie  S  gehört  selbst 
zur  Schaar,  sie  ist  anzusehen  als  Kreis  mit  unendlich 
grossem  Radius,  entspricht  dem  Wert  Ä  gleich  — 1. 
Der  Punkt  N,  in  welchem  S  die  Axe  schneidet,  hat 
für  alle  Kreise  der  Schaar  die  gleiche  und  die  kleinste 
Potenz.    Auch  wenndieKreiseK,    undK„  sich 


Fig.  11. 


nicht  in  reellen  (sichtbaren)  Punkten  schnei- 
den, lässt  sich  also  durch  ihre  imaginären 
Schnittpunkte  ein  Kreia  legen. 
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Man  schlägt  um  N  mit  der  Seite  der  Potenz 
(Fig.  11),  die  die  Tangeute  von  N  an  K,  oder  K^, 
einen  Kreis,  zieht  darin  einen  beliebigen  Radius  NP; 
die  Senkrechte  in  P  auf  N  P  trifft  die  Centrale  in  Kj, 
der  Kreis  um  K^  mit  Kj  P  gehört  dann  zur  Schaar  von 
K,   und  K,. 

Der  Kreis   trifft   die  Axe    Kj  K^   in    den  Punkten 
A  und  B,  dann  ist  nach  dem  Potenzsatz : 
NP^'^NH/'^NA.  NB,    d.h.    [A  B  H,  H,]    sind 
harmonische  Punkte. 

Da  P  beliebig  auf  dem  Kreise  N,  so  kann  man  zu 
H,  und  Hjj  —  den  Hauptpunkten  —  unzählige 
Punktepaare  wie  A  undB  konstruieren,  welche  Hj  und  H, 
harmonisch  trennen.  Umgekehrt,  wenn  zwei  Piinkte- 
paare  A,  Bj  und  A^  B^  auf  einer  Geraden  gegeben  sind, 
und  zwar  so,  dass  die  Strecken  Aj  B^  und  A^  B.^  ent- 
weder ganz  ineinander  oder  ganz  auseinander  liegen, 
kann  man  ein  drittes  Punktepaar  H,  H^  konstruieren, 
das  zu  beiden  gegebenen  Paaren  harmonisch  ist;  da  durch 
irgend  zwei  Kreise  der  Schaar  die  Potenzlinie  und  da- 
mit N  bestimmt  ist. 

Man  sieht,  dass  die  Haujjtpunkte  selbst  zu  den 
Kreisen  der  Schaar  gehören,  es  sind  die  mit  den  Radien 
0,  während  die  Potenzlinie  (und  die  Unendlichferne) 
den  Radius  oo  haben ;  das  ganze  System  der  Punkte 
AB  bildet  eine  Involution,  NH^^  heisst  die  Potenz 
der  Involution  (Kreisverwandtschaft). 
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VI.   Abschnitt. 

Die  Eegrelschnittu. 

§  17.  Die  K<^^olsclmitte  als  Kurven  2.  Grades  uud 
2.  Klasse. 

Es  werde  der  Ort  der  Punkte  bestimmt,  welche 
von  einem  gegebenen  Punkt  P,  Focus  oder  Brenn- 
punkt genannt,  und  einer  festen  Geraden  L,  der  Leit- 
linie (Directrix),  Abstände  haben,  deren  Verhältnis, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  konstant  und  gleich 
der  Zahl  e  ist.  Die  Zahl  e  heisst  numerische  Ex- 
centricität. 


Sei  F  (a  !  b)  und  L  |  (u^  |  Vq)  in  Bezug  auf  recht- 
winklige Axen.  Dann  ist  (Fig.  12)  +  e  P  A  =  P  F  oder 
P  F-  =  e^  P  A'^ 

"Werden  P  F^  uud  P  A^  durch  ihre  Formeln  aus 
§  3  und  §  12  auggedrückt,  so  ergiebt  sich  sofort 

1)   {x-ar  +  (j-hy=-~^^-.,  (u,x  +  v„y-ir. 

Die  Gleichung  1)  ist  2.  Grades,  sie  umschliesst  3 
der  Art  nach  verschiedene  Kurven,  je  nachdem  e  <  1 
oder  =  1,  oder  >  1  ist;  die  betreffenden  Kurven  heissen 
Ellipse,  Parabel,  Hyperbel;  gemeinsam:  Kegel- 
schnitte. Als  spezielle  Fälle  uraschliessen  sie  den 
Kreis,  wenn  e  =;  0,  und  u^,,  sowie  v^  auch  gleich  0,  d.  h. 
die  Leitlinie  die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  und  ausser- 
dem e^ :  (Ug^ -]- Vq')  =  r^  gesetzt  wird;  ferner  zwei  ver- 
schiedene Gerade,  oder  auch  Eine  (doppelte)  Gerade, 
da  eine  Form  2.  Gradea  ja  auch  das  Produkt  zweier, 
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verschiedener  oder  gleicher,  linearer  Faktoren  sein  kann. 
Die  Parabel  ist  ein  Grenzfall  der  Ellipsen  wie  der 
Hyperbeln,  sie  ist  Ellipse  mit  der  grössten,  Hyperbel 
mit  der  kleinsten  Excentricität.  Dass  wir  es  hier  mit 
3  wohl  definierten  Arten  zu  thun  haben,  geht  aus  dem 
Verhalten  der  Kurven  im  Unendlichen  hervor.  "Wir 
erhalten  die  unendlich  fernen  Elemente  oder  Punkte 
der  Kurven,  wenn  wir  nur  die  Glieder  2.  Dimension 
in  1)  beibehalten,  da  sowohl  die  Konstanten  als  auch 
die  ersten  Potenzen  von  x  bez.  y,  gegen  x",  xy,  y* 
verschwinden,  sobald  x  und  y  über  jedes  IVIass  gross 
sind.  Wir  erhalten  dann,  wenn  zur  Abkürzung 
(u^^  +  v^^) :  e"  fortab  mit  y  bezeichnet  wird: 

la)  x'^  (^'-u;^)  +  y^  (y-v„^)  -2  u,  v„  X  y  =  0. 

Zieht  man  x*  vor  die  Klammer  und  benennt  y  :  x 
mit  Z;  so  giebt  !''•)  eine  quadratische  Gleichung 
für  z,  welche  (Schubert,  Ai'ithmetik  8.  113)  zwei 
reelle  Lösungen,  eine,  keine,  hat,  je  nachdem  u^'*  v^* 
>  =  <  {y — u„")  (y — Vq^)  ist,  d.  h.  also  je  nachdem  e  >  1, 
=  1,  <  1  ist.  Die  Hyperbel  hat  also  2  Punkte 
im  Unendlichen,  bei  der  Parabel  fallen  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  zusammen, 
die  Ellipsen  (also  auch  der  Kreis)  haben  keinen 
(sichtbaren  oder  reellen)  Punkt  in  grenzenloser  Ferne, 
es  sind  geschlossene  Kurven. 

Die  Gleichung  1)  enthält  5  Konstanten:  e,  u^.  v^, 
a,,  b,  die  allgemeine  Gleichung  2.  Grades: 

1*)  '\ox'+2a„  xy+  a.jy^  +  2a,,x-f  2a,  3y  +  a,,=0 
enthält  deren  6;  da  aber  nicht  alle  3  ersten  Koeffizienten 
zugleich  verschwinden  dürfen,  ist  es  gestattet,  (§  4 
Multiplication  mit  einem  konstanten  Faktor) 
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Ib)  a,^^'^  =  (i — a^J  (1 — a^J  zu  setzen,  dann  lassen  sich 
die  5  Konstanten  der  Form  1  durch  die  6  Grössen  der 
Form  1^  ausdrücken.  "Wir  haben,  wenn  e'- :  (u^^  +  v^^J 
gleich  p  gesetzt  wird : 

»00  =  1— P  "o'  •:  \i  =  1— P  Vo' ;  a,^  =  — p  u,  v„ 
a„3=— a  +  pu^;  a,,  =  — b  +  pv,;  a,2  =  a'+b'-p 
Es  ergiebt  sich  sofort: 
a)  e^  =  l— a„o  +  l— a,j 

ix  ^0  _   __  \l  _   1         ^00 

^0  1— »n  »01 

Setzt  man  u^  = /^  3^,^ ;  v^  =  —  Ä  (1 — a^J,  so  ist: 

c)p=     r(i-e.J  '   u/  +  V  =  e^^^(l-a,J 

d)  '-i  +  »02  =  P  "o;  b  +  a^  2  =  P  Vq 

e)  Ä""  (1— a^J  (a,,— a„,^— a^,^)  +  2/i  (a.^a,^  +  a,^  a,^ 

—  a,,)— (e^— 1)  =  0 

Die  Gleichung  e)  ist    quadratisch,    sie    liefert    im 

allgemeinen  zwei  verschiedene  Werte  für  Ä  ;  /i^  und  Ä^'  und 

damit   zwei   Wertsysteme   u^,  v^    und    zwei    desgl.  a,  b 

d.  h.  die  Kurve  1   hat  i.  A.  z  wei  Leitlinien  und 

zwei  Brennpunkte. 

u'  u'' 

Da    :r —  ^= — T^~  so  haben  beide  Leitlinien  den- 

V  V 

*    0  '       0 

selben  Richtungsfaktor,  d.  h.  di  e  beiden  Leitlinien 
sind  parallel. 


Da 


»'  +  a„,  u,      _  a"4-a„ 


b'  +  a,2~      ^  ^"+»12   ~    b'— b^^ 

so  steht    die    Verbindungslinie    der    beiden 
Brennpunkte  auf  den  Leitlinien    senkrecht. 
Die  Gleichung  e)  giebt  noch  zu   einigen    Bemerk- 
ungen Veranlassung:  1)  ist  e  =  1,  so  ist  ein  Wert  des 
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.^  =  0,  U|j  und  Vq  sind  0,  die  eine  Leitlinie  ist  die  Un- 
endlich ferne  Gerade,  die  Parabel  hat  also  nur 
eine  Leitlinie  im  Endlichen,  sowie  einen 
Brennpunkt  im  Endliclien. 

2)  Ist  a^^— »02" — *i  2^*  =  0,  so  ist  eine  Lösung  >i  =  co, 
(Vgl.  §  2L)  Die  eine  Leitlinie  geht  durch  den  Null- 
punkt. 

Ist  1 — a„=0,  so  ist  auch  a^,  nach  1^)— .  0  und 
es  verschwindet  auch  der  Koeffizient  von  Ä-.  Ist  dann 
e"  nicht  gleich  1,  so  sind  beide  Lö.sungen  von  ^  nn- 
endlich, -Uj, :  Vq  wird  0:0  also  unbestimmt,  und  da 
X''  (1 — a^j)  als  endlich  anzusehen,  so  sind  u,^  und  v^, 
gleich  0  zu  setzen,  es  muss  auch  1  —  a^^^  =0  sein,  also 
auch  e  =  0,  und  die  Kurve  ist  ein  Kreis.  Ist  e  =  1, 
so  verschwindet  die  Gleichung  e)  völlig,  dann  ist  u^  : 
\^  —  —  (1 — \^)  :  a^j  unendlich,  da  a^^  gleich  0  und  die 
Form  1^)  ist  y^  +  2\^  x  +  2a,  ^  y  -f  a^  ^  und  stellt  eine 
Parabel  dar,  deren  Leitlinie  senkrecht  auf  der  x-Axe. 
Es  erhellt  somit: 

Die  Kurven  2.  Gradessind  mit  den  Kegel- 
schnitten identisch. 

Eine  Gleichung  2.  Grades  und  eine  lineare  haben 
höchstens  2  gemeinsame  Lösungen,  also  : 

Ein  Kegelschnitt  wird  von  einer  Geraden 
höchstens  in  2  Punkten  geschnitten. 

Sobald  also  mehr  als  2  Punkte  einer  Kurve  2. 
Grades  auf  Einer  Geraden  liegen,  muss  diese  Gerade 
ganz  auf  der  Kurve  2.  Grades  liegen,  d.  h.  der  Kegel- 
schnitt zerfällt  in  ein  Paar  gerader  Linien,  diese  sogen, 
uneigeutlichen  Kurven  2.  Grades  schliessen 
wir  hier  aus. 


§  17.  D.  Kegelschnitte  als  Kurven  2.  Grades  u.  2.  Klasse.    73 

Man  sagt  auch :  Ein  Kegelschnitt  wird  von  einer 
(jeraden  stets  in  2  Punkten  geschnitten^  die  entweder 
beide  reell  und  verschieden  sind,  oder  in  einen  (doppelt 
gezählten)  zusammenfallen  und  dann  heisst  die  Gerade 
eine  Tangente,  oder  unsichtbar  (imaginär)  sind,  je 
nachdem  die  quadratische  Gleichung,  welche  sich  durch 
Elimination  von  y  bezw.  x  zwischen  den  Gleichungen 
der  Kurve  und  der  Geraden  ergiebt,  für  x  bezw.  y  zwei 
reelle  Lösungen,  eine  oder  keine  hat. 


Den  Kurven  2.  Grades  (2.  Ordnung)  eutspi-echen 
dual  (S.  47)  die  Kurven  2.  Klasse,  d.  h.  solche,  deren 
Gleichung  in  Linienkoordinaten  vom  2.  Grade  in  u  und 
V  zusammen  ist,  wie  z.  B.  der  Kreis,  so  dass  also  durch 
jeden  Punkt  nicht  mehr  wie  2  Tangenten  der  Kurve 
gehen  bezw.  genau  2,  wenn  wir  zusammenfallende 
doppelt  und  imaginäre  Lösungen  mitzählen. 

Fragt  man,  welche  Eigenschaft  der  Geraden  als 
Tangenten  dual  der  fundamentalen  der  Punkte  der 
Kegelschnitte  entspricht,  so  sieht  man  leicht,  wenn  L 
wieder  die  Leitlinie,  F  den  Focus  bezeichnet,  und  8 
der  Schnittpunkt  der  beliebigen  Tangente  t  mit  L  ist, 
(Fig.  12),  die  Tangente  t  muss  den  "Winkel 
zwischenLun  d  SFnac  h  konstantem  Teilung  s- 
verhältnis  teilen. 
\ 


Seit!     (u  v),  dann    ist    der    Schnitt  S  von  L  und 

stimmt  durch  S    y    (I!  ^)  w 
"und  Ä  =  uov— v^u  (cf.  §  12,  8). 


t  bestimmt  durch  S    y    (I!  ^)  wo  |  = ~  ;  ^ 
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Nach  §  12,  0  ist  sin^  (Lt)  =  -^-,^,^^-,^_ 

sin  (t,bi^)  _  -gj,^,  FD :^r:^y2 

SF'  =  {i—ay+(f]~-hy;    somit    geht    die    Gleichung 
sin^  (t,  SF)  =  e'  sin"  (Lt)  oder 


[(i-ay-^(n-hy-]  =  y 


(ua+vb— 1)' 


u2_|_y-2  Lv-       -y      i    k;       -!  j         /  u'^  +  V'' 

nach  Multiplikation  mit  (u-  +  v^)  über  in 

2)  (v-Vo-a/l)^  +  (u„-u-l)/l)^  =-  (ua  +  vb-l)V 
Die  Gleichung  2)  enthält  5  Konstanten,  und  ist  daher 
mit  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Klasse  identifizierbar. 

Es  soll  nun    gezeigt    werden,    dass  die  Kurven  2. 
Grades  mit  denen  2.  Klasse  zusammenfallen. 

Sei  P      ('x  y)  ein  Punkt  der  Kurve  C       Gleichung 

1)  und  g  I   ux  +  vy — 1  =  0  (oder  g  |    (u   v))    eine    Ge- 
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rade    durch  P.     Eliminiert    man    zwischen  1)  und    der 
Gleichung  für  g  die  Grösse  y,    so    erhält   man  für  die 
Schnittpunkte  von  C  und  g 
3)  x^  [Ä-'—y  (u^  +  V-)  ]  +  2  X  [.?  (Vo— v)  +  y  v  (a  v-u b) 

+  7u]  +  (Vo-v)^-7  [v^  (a^  +  b^)-2  vb  +  1], 
wo  Ä  und  y  die  alte  Bedeutung  haben.  Entsprechend 
ist  die  Gleichung  für  y,  nur  dass  u  mit  v,  a  mit  b 
vertauscht  wird,  wobei  ^  in  — Ä  übergeht;  3)  ist  eine 
(quadratische  Gleichung,  welche  2  Lösungen  für  x  giebt, 
zu  denen  dann  g  das  zugehörige  y  liefert.  Giebt  man 
3)  die  Form  :  x^  (>  +  2  «rx  +  ^  =  0,  so  ist  (Schubert,  Arith- 
metik S.  1 13) :  0-- — Q  r  >  0  die  Bedingung  dafür,  dass  3) 
zwei  reelle  Lösungen  hat,  dass  also  g  die  Kurve  C 
wirklich  schneidet;  ist  er' — (»rrzrO,  so  fallen  beide 
Lösungen  in  eine  zusammen,  die  Gerade  g  (u  I  v)  ist 
eine  Tangente  der  Kurve  C;  und  ist  a" — qv  <  0,  so 
sind  beide  x  imagin.är ,  die  Gerade  g  hat  mit  der 
Kurve  C  keinen  (sichtbaren)  Punkt  gemeinsam.  Die 
Tangente  stellt  also  den  Uebergang  von  den  schneiden- 
den zu  den  nichtschneidenden  Geraden  dar.  Davon  durch- 
aus verschieden  sind  die  Geraden,  für  welche  q  -^=0  ist, 
wenn  solche  existieren;  sie  haben  zwar  auch  nur  Einen 
Punkt  mit  der  Kurve  gemeinsam,  aber  sie  bilden  keine 
solche  Grenze;  man  kann,  wie  bei  der  Parabel  noch 
näher  ausgeführt  wird,  annehmen,  dass  sie  von  der 
Kurve  im  Unendlichen  geschnitten  werden,  da  x  =  oo, 
wenn  q  —  0  der  Gleichung  3  formal  genügt.  Da  q  pro- 
portional e^  sin  ^w  —  1  ist,  wenn  w  der  Winkel  zwischen 

L  und  g,  so  heisst  q  '=  0:  sin  w  =  +  — ,  also  nur,  wenn 
e>l,    d.    h.    also    bei    der    Hyperbel,    giebt    es 
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zwei  Scharen  v  o  n  G  e  r  a  d  e  n ,  bestimmt  durch 

sin  w  =  +        ,  welche  die  Kurve  imEudlicheu 
-   e  ' 

nur  in  Einem  Punkt  schneiden;    unter  ihnen 

sind  zwei,   welche  selbst  den  Charakter  von 

Tangenten    haben,    die    beiden,    für    welclie 

auch    ,  ,   , — 5—; — ^,7— j ;..   -^Oist,    und  von  denen 

man  sagen  kann,  dass  sie  die  Kurve  im  Un- 
endlichen berühren;  sie  heissen:  Asymptoten. 
Damit  also  die  Gerade  (u  v)  Tangente  sei,  muss 
a'^ — ()r  =  0  sein;  man  sieht  sofort,  dass  ■^^  {^q — v)^  so- 
wohl in  o'  als  in  (>r  vorkommt,  also  herausfällt,  und 
der  Ausdruck  sich  dann  durch  y  dividieren  lässt;  die 
Glieder,  welche  dann  noch  y  enthalten,  geben  zusammen- 
gefasst  sofort/  (ua+vb — 1)'^  die  übrigen,  wenn  man 
geschickt  zusammenzieht,  z.  B.  2/^"vb  mit  2ylvbu 
(Vg— v),  fast  ebenso  mühelos  die  linke  Seite  von  2),  also: 
Die  Gleichung  2  ist  die  Gleichung  der 
Kegelschnitte  in  Linienkoordinaten,  oder 
auch:  Die  Kurven  2.  Grades  sind  Kurven 
2.  Klasse.  Bei  der  fast  völligen  Symmetrie  der  Gleich- 
ungen 1)  und  2),  sowie  der  der  Geraden  und  des  Punktes 
beweist  man  ganz  ebenso  umgekehrt:  Die  Kurven 
2.  Klasse  sind  Kurven  2.  Grades,  also:  Die  Kegel- 
schnitte sind  die  einzigen  Kurven  2.  Grades 
und  2.  Klasse. 
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§  18.  Die  Gleiclniiig'  der  Tanii^eute  und  der 
Berührung-ssehne. 

Die  fundamentale  Eigenschaft  der  Tangente:  den 
Winkel  zwischen  ihrem  Brennstrahl  auf  der  Leitlinie 
und  dieser  selbst  in  konstantem  Verhältnis  zu  teilen 
—  führt  sofort  zu  dem  Satz : 

Der  Brenn  strahl  nach  dem  Berührungs- 
punkt steht  auf  dem  Brennstrahl  nach  dem 
Leitlinienpunkt  der  Tangente  senkrecht 
(oder:  das  Stück  der  Tangente  zwischen  Kurve  und 
Leitlinie  erscheint  vom  Brennpunkt  aus  unter  rechtem 
Winkel). 

Es  ist  n<ämlich  (Fig.  12)  PFr=ePA  nach  1)  und 
das  Loth  von  P  auf  S  F  nach  2)  auch  gleich  e  P  A  =  P  F, 
Der  Satz  ergiebt  eine  sehr  einfache  Konstruktion  der 
Tangente,  wenn  P,  L  und  F  gegeben  sind.     Ferner: 

Die  Leitlinie,  SF,  und  die  beiden  Tan- 
genten von  S  an  die  Kurve  bilden  ein  har- 
monisches Büschel. 

Ist  S,  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten,  nicht 
auf  L;  und  wird  L  von  der  Tangente  S  Pj  (Fig.  13) 
in  S,    und  von    der    Tangente    SP,,   in  S.,    seschnitten, 

1  ö  2  2       o  I 

so  folgt  aus  2)  sofort,  dass  S  von  S,  F  und  S.^  F  gleichen 
Abstand  hat,  und  somit  auf  der  Linie  liegt,  welche  den 
Winkel  SjFS,^  halbiert,  da  nun,  wie  eben  gezeigt, 
S,  FPj  und  S.^FP.^  rechte  Winkel  sind,  also  gleich, 
so  folgt: 

Der  Brennstrahl  nach  dem  Schnittpunkt 
zweier  Tangenten  halbiert  den  Winkel  zwi- 
schen  den   Brennstrahlen    nach    den   Berühr- 
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ungspunkten,  oder  auch:  der  Schnittpunkt  hat  von 
den   Berührungsbrennstrahlen  gleichen  Abstand. 


Fig.  13. 


Seien  u  und  v  die  Koordinaten  einer  Tangente, 
Xj  und  jj  die  des  Berührungspunktes,  *  so  dass  also  u 
und  V  der  Gleichung  2)  genügen,  so  geht  3)  nach  Multi- 
plikation mit  Q,  weil  a^  =  qt  ist,  über  in  (x  ^  -f~  ^Y  ='■  0 
also  ist  X,  Q-\-a=0]  da  q  in  u^,  v^;  u,  v  symmetrisch, 
so  ist  y,  p+(j'=0,  wo  a*  aus  er  durch  Tausch  von  u^ 
mit  Vq,  u  mit  v,  a  und  b  hervorgeht,  also 

[^  (Vo— v)4-)'v(av— ub)  +  yu] 


4)  X, 


yi  = 


^^-y(U^  +  V^) 

[—  ^  ("q— ^)  +  ?^  ^  (b  ü— a  v)  +  y  v] 
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liierrait  sind  x,  und  y^  dur chu  und  v  ausge- 
drückt. Beachtet  man,  dass  nach:  4:''^)  x^  u -}- y^  v — 1 
;^  0  ist,  so  ist 

^         V  Vo7-^q(xJyJ  — (Ji— b)  n 

wo  q  (x  I  y)  oder  q(xy)  =  u^  x-]- v^y — 1  ist.  Also  ist 
u  =  zf,    v=nf,    wo    f  durch    4*^)  bestimmt  wird.     Da 

— - —  der    Richtungsfaktor    der    Tangente,    so    ist  ihre 

Gleichung 

—  z 

y—Ji  =  — —  (x— xj  oder 

/'-'  q(x,'yj  q(xly)— (x^— a)  (x-a)— (y^— b)  (y-b)  = 
y~^  l(xj  yi)q(xi  I  yj-(x^— a)  (x^— a)-(y^— b)  (y,— b) 

Die  rechte  Seite  ist  aber  nichts  anderes  als  die 
auf  0  gebrachte  Gleichung  1)  der  Kurve,  also  ist  die 
Gleichung  der  Tangente 

e'^ 
^)      „  2    1    -,  2  (Xi  u,  +  y,  V— 1)   (x  Uq  +  y  v„— 1)  = 

(x-a)(x-a)  +  (y,-b)(y-b) 

DieGleichungder  Tangente  wirderh  alten, 
wenn  man  in  der  des  Berührungspunktes  die 
Quadrate  in  ihre  Faktoren  auflöst,  und  in 
dem  einenFaktor  statt  der  Ko  o  r  diuat  en  de  s 
Berührungspunktes  die  des  laufenden  Punktes 
der  Tangenten  einsetzt. 

Das  Resultat  lässt  sich  ohne  Rechnung  ableiten. 
Es  ist  PF.qF  cos  PF  Q  der  rechten  Seite  von  6) 
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I 


Fig.  12. 


gleich    (Fig.    12)    aber    nach    1)    ist    PF  =  6 PA,    und 
nach  2)  ist  Q  F  cos  P  F  Q  =  Q  E  =  e  Q  B,  somit  6)  erwiesen. 


Fig.  13. 


Da  (Fig.  13)  eSB  =  SFcos  SFP,  und  ebenso 
eSB  ^  SF  cos  SFP^,  so  ist,  wie  schon  oben  bewiesen, 
SFP.  =SFP„. 
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Ist  P  (!■  ]  )j)  ein  beliebiger  Punkt,  und  sollen  von 
ihm  aus  an  die  Kurve  1)  die  Tangenten  gelegt  werden, 
so  hat  man  die  Gleichung  des  Punktes:  |u  -|-  t/v — 1  =  0 
mit  der  der  Kurve  in  Linienkoordinaten  zu  kombinieren, 
also  mit  2),  daraus  berechnen  sich  die  beiden  Lösungen 
Uj  Vj  und  u^Vj,  mittelst  deren  durch  4^)  die  Koordinaten 
der  Berührungspunkte  x^  y^  und  x^  y.^  bestimmt  werden. 
Man  kann  auch  in  6)  x  und  y  durch  ^  und  ij  ersetzen 
und  6)  mit  1)  kombinieren,  um  direkt  x^  y^  und  x.^  y^  zu 
ilnden.  Durch  diese  ist  dann  die  Gleichung  der  Be- 
rülirungssehne  (Chordale)  bestimmt,  aber  sie  lässt 
sich  direkt  ableiten.  Es  gilt  6)  sowohl  für  die 
Tangeute  u^  Vj  in  A  1  (x^  yj,  als  für  die  in  B  (x^  j  y.^). 
Durch  Subtraktion  erhält  man  für  den  ßichtungsfaktor 
T  von  A  B 

72—71  ^  _q(l^/)"o— y(l— a)  ^    ^__z_ 

Also  ist  die  Gleichung  von  A  B 

y— Ji  =  T  (x— X,)  oder  xz  +  yn  =  XjZ4-y^n 
oder,  wenn  man  Identisches  auf  beiden  Seiten  hinzufügt 

q  (^7?)  (xu  +  y  V— l)-j.  [(x-a)  (|-a)  +  (y— b)  (^— b)] 
=  (l(iv)  (X,  +  Yi  v-1)-^  [(x,-a)  (l-a)  +  (y,-b) 

Die  rechte  Seite  ist  aber  nach  6)  r=  0,  somit  die 
Gleichung  der  Berührungssehne   (Chordale) 

7)  iTvqTT^  (xuo  +  y  Vo-l)  (l"o  +  Vo  ^-1)  =  (x-a) 

(^-a)  +  (y-b)  (^-1)) 
d.  h.  also  die  (ileicliung   der  Beruhvung-ssehne  ist  die- 
selbe wie  die  der  Tang-ente,   nur  dass  statt  der  Koor- 
dinaten des  BerUhrung:spuiiktes  die  des  Scliuittpunktes 
P  der  Tangeuteu  eintreten. 

Simon,  Aual}'tisclie  üeometrie  der  Ebene.  6 
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S  1!>.  Pol  und   Polare. 

Man  bezeichnet  den  Punkt  P,  ilen  Schnittpunkt 
der  Tangenten,  als  den  Pol  der  Sehne  AB,  und  die 
Sehne  A  B  als  die  Polare  des  Punktes  P.  Die  Gleich- 
ung 7)  wird  als  Grleichung  der  Polare  gewöhnlich  auf 
0  gebracht,  sie  ist  1)  völlig  unabhängig  davon,  ob  die 
Lösungen  Uj  v^  und  u.,  v.,  reell  sind  oder  nicht,  sie  geht 
in  die  der  Tangente  über,  sobald  (| '  ij)  ein  Punkt  der 
Kurve;  die  Polare  existiert  also  immer,  als  reelle 
Gerade,  gleichgiltig,  ob  sich  von  1^  die  Tangeuten 
ziehen  lassen  oder  nicht,  d.  h.  ob  PA<PF  oder 
>  PF,  ob  P  ausserhalb  der  Kurve  oder  innerhalh 
liegt,  sie  fällt  mit  der  Tangente  zusammen  im  (jrcnz- 
fall,  wo  P  auf  der  Kurve.  2)  Gleichung  7)  ist  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  $  tj  und  (xy).  Wir  haben  den 
wichtigen  Satz : 

Liegt  ein  T*  u  n  k  t  Q  auf  der  Polare  v  o  n  1*, 
so  geht  die  I'  o  1  a  r  e  von  Q  durch  P.  Oder : 
Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen 
Pu n k t  P,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  P  auf  einer 
Geraden,  der  Polaren  von  P. 

AVir  haben  dadurch  ein  Mittel,  um  jedem  Punkte 
dual  eine  bestimmte  Gerade  zuzuordnen:  seine  Polare 
in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  als  Grund- 
oder Polarisationskurve;  jeder  Kurve  n.  Grades, 
d.  h.  deren  Gleichung  in  x  und  y  zusammen  von»  n. 
Grade,  oder  was  dasselbe  ist,  jeder  Kurve,  die  von 
einer  Geraden  in  n  Punkten  (reell  oder  imaginär)  ge- 
schnitten wird,  entspricht  eine  Kurve  u.  Klasse,  d.  h. 
solche,  bei  der  durch  jeden  Punkt  n  Tangeuten  gehen. 
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Den  Kegelschnitten,  und  nui'  diesen,  entsprechen  wieder 
Kegelschnitte,  die  Grundkurve  entspricht  sich  selbst;  zu 
jedem  Satz,  der  aussagt,  dass  p  Gerade  sich  in  Einem 
Punkt  schneiden,  gehört  sofort  dual  der  Satz,  dass  p 
Punkte,  die  Pole  jener  Geraden,  auf  einer  Geraden,  der 
Polaren  jenes  Punktes,  liegen  und  v.  v. 

Die  linke  Seite  der  Gleichungen  der  Polaren  und 
der  Tangente  verschwindet  für  alle  Punkte  A  der  Leit- 
linie L,  die  rechte  ist  dem  Kosinus  des  Winkels  zwischen 
den  Brennstrahlen  nach  dem  Pol  und  nach  dem  be- 
liebigen Punkt  (x  I  y)  proportional,  somit  ist  Satz  1  des 
§  18  S.  77  durch  Rechnung  bewiesen  und  zugleich 
seine  Erweiterung: 

Der  Brennstrahl  nach  dem  Pol  steht  auf 
dem  Brennstrahl  nach  dem  Leitlinien p unkt 
der  Polaren  senkrecht  und  ferner: 

Wenn  der  Pol  aufL  liegt,  geht  die  Polai'e 
durch  r,  d.  h.  der  Brennpunkt  ist  Pol  der 
zugehörigen  Leitlinie. 


Die  Analogie   mit  dem  Kreis    führt   auf   die    har- 
monischen Eigenschaften  der  Polare. 

Sei  P  I  (l  1 1?)  der  Pol,  g  (u  |  v)  eine  beliebige 
seiner  Geraden  und  schneide  die  Kurve  1)  in  den 
Punkten  G  |  (xj  yj  und  DJ  (x^  |  y.^)  reell  oder  ima- 
ginär, alsdann  gilt  für  die  Koordinaten  des  Schnitt- 
punktes die  quadratische  Gleichung  3),  und  es  ist  wieder 
x'p  +  2xa4-r  =  0,  also:  (Schubert  S.  113) 
^1  +  Xj  =  —  2  (7 :  ß;  Xj  x.^  r=  r  :  (> 
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Fragt  nwui  nach  dem  Punkt  (^  |  [^^  «;,),  der  mit  P  die 
Punkte  C  uud  D  harmonisch  trennt^  so  ist  nach  §3.  S.  19 

oder 

7''^)  ii'e  +  {i  +  i')<r  +  T  =  o 

wouach3):  ^  =z  A"^ — y  {u"^ -\- \-) ;  a=:X{y^ — v)-f}'v''a — 
j'u(vb — 1);  r  =  (v^j — v)^ — yv^a^ — j/(vb — 1)^,  also  geht 
7^)  über  in 

7")  (I  ^  -I-  v„-v)  (,^  Ä  +  v„-v)  =  y  [v^(l-a)  (I -a) 
+  (SU  +  vb-l)(^,  u  +  vb— 1)]. 

Da  yl  =  Uq  V — Vq  u  uud  (durch  g)  sowohl  |u — 1 
=  —  »;v  als  ^,  u  —  1  =  — %  V,  so  haben  wir 

70    V^  (^U,  +  ^  V„-l)    (^.  U„  +  n,  V-1)  =   V^  y   [(I, 

— fi)  (bi  —  *)  +  (*? — ^)('?i~"^^)]  woraus  nach  (erlaubter) 
Division  mit  v'^  wieder: 

7)  qG"^/)  q(l,  V,)  =  y  [  (|-a)(|,-a)  +  (^-b)f^.-b)] 
d.  i.  aber  die  Gleichung  der  Polaren.  Damit  ist  der 
Hauptsatz  der  Kegel  schnittslehre  erwiesen: 

Die  Kegelschnitts  punkte  einer  beliebigen 
Sehne  werdeu  durcli  einen  Pol  auf  der  Sehne 
und  seine  Polare  liarmoniscli  getrennt. 

Der  Satz  gilt  völlig  allgemein,  gleichgültig,  ob  der 
Pol  innen  oder  aussen,  ob  die  sich  um  den  Pol  drehende 
Sehne  die  Kurve  K  schneidet,  berührt,  oder  nicht 
schneidet  (d.  h.  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleich- 
ungen 1)  und  der  Sehne  imaginär  sind). 

Wir  haben  in  diesem  Satz  ein  Mittel,  um  von 
einem  Punkt  P  (ausserhalb)  die  Tangenten  an  K  zu 
ziehen  und  zwar  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals.  Man 
hat  nur  nötig  (Abschnitt  1  §  8) ,  die  Figur  des 
vollständigen   Vierseits   herzustellen.     Man    zieht    also 


§  19.     Pol  iiud  Polare.  85 

von  P  die  beiden  Sekanten  P  1,  2,  P  3,  4,  wo  1, 
2,  3,  4  Punkte  der  Kurve  sind,  zieht  1,  3  und  2,  4, 
schneiden  sich  in  Q,  und  1,  4  und  2,  3  schneiden  sich 
in  E,,  so  ist  E.Q  die  Polare  von  P.  Verbindet  man 
die  Punkte  A  und  C,  in  denen  RQ  die  Kurve  K 
schneidet,  mit  P,  so  sind  PA  und  PC  die  Tangenten. 

Die  Punkte  PQR  bilden  ein  sogen.  Tripel,  da 
PQ  die  Polare  von  ß  und  Pß  die  Polare  von  Q,  ist, 
das  Dreieck  PQR  entspricht  sich  also  bei  Pola- 
risation durch  die  Kurve  K  selbst.  Zieht  man  von 
Q  eine  Tangente  an  die  Kurve,  so  liegt  also  der  Be- 
rührungspunkt auf  PR;     Wir  haben  die  Sätze: 

Das  Stück  jeder  dritten  Tangente  zwischen 
zwei  festen  Tangenten  wird  durch  den  eignen 
Berührungspunkt  und  die  Polare  desSchnitt- 
punkts der  festen  Tangenten  harmonisch  ge- 
teilt, und 

In  jedem  Tangentendreieck  schneiden 
sich  die  Eck  transversalen  nach  den  gegen- 
überliegenden Berührungspunkten  in  Einem 
Punkt  und  liegen  die  3  Schnittpunkte  der 
Tangenten  mit  den  nicht  zugehörigen 
Polaren  in  Einer  Geraden.  Ebenso  einfach  er- 
giebt  sich  aus  der  harmonischeu  Eigenschaft  des  voll- 
ständigen Vierseits  der  Satz : 

Die  Diagonalen  des  einem  Kegelschnitt 
eingeschriebenen  Vierecks  und  die  des  zu- 
gehörigen umgeschriebenen  Vierecks  schnei- 
den sich  in  Einem  Punkt.  (Die  Seiten  des  Einen 
sind  Polare  zu  den  Ecken  des  anderen  Vierecks.) 
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§  20.  Sehiioiiscliar  und  IMircliniesser  in  Kunjiinktiun. 

Rückt  der  Pol  P  ins  Unendliche,  d.  h,  werden  die 
Geraden,  die  auf  ihm  liegen,  parallel,  so  rückt  der  zu 
ihm  harmonische  auf  jeder  Sehne  in  die  Mitte  der 
Sehne,  also : 

Die  Mitten  aller  parallelen  Sehnen  liegen 
auf  Einer  Geraden,  der  Polaren  des  in  der  Rich- 
tung der  Sehneuschar  unendlich  fernen  Punkts. 

Polaren,  deren  Pol  unendlich  fern, 
heissen  Durchmesser.  Der  einzelne  heisst  der 
Sehnenschar,  die  er  halbiert,  konjugiert  (zugeordnet). 

Der  Durchmesser  selbst  schneidet  die  Kurve  in 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten;  die  Tangenten 
in  diesen  Punkten  gehören  mit  zu  seiner  Sehnenschar, 
es  sind  also  die  Tangenten  zu  je  zwei  parallel,  und  es 
ist  jetzt  leicht,  eine  Tangente  von  gegebener  Richtung 
zu  konstruieren. 

Dieselbe  Konstruktion,  welche  zum  Pol  P  die 
Polare  liefert,  gieot  auch  den  zur  Sehnenschar  kon- 
jugierten Durchmesser,  nur  sind  12  und  34  parallel ;  also: 

DieVerbindungsgeradenderEndpunkte 
paralleler  Sehnen  schneiden  sich  auf  dem 
konjugierten  Durchmesser  und: 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  einer 
Sehne  schneiden  sich  auf  dem  konjugierten 
Durchmesser. 

Der  Sclinitt  m  zweier  Durchmesser  ist  harmonisch  zu 
zwei  Punkten  im  Unendlichen,  also  liegt  seine  Polare 
ganz  im  Unendlichen ;  es  ist  eine  unendlich  ferne  Gerade, 
deren  Koordinaten  u==0  v  =  0  sind,  und  da  wir  gene- 


§  20.     Sehnenschar  n.  Durchmesser  in  Konjunktion.   87 

raliter  völlige  Aequivalenz  zwischen  der  Geraden  und 
ihren  Koordinaten  haben,  so  müssen  wir  auch  zu 
u  =  0  v^O  nur  Eine  Gerade  zuordnen,  somit  ist  die 
Polare  von  M  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  da  sie 
jeden  Durchmesser  im  Unendlicheu  schneidet,  somuss 
M  die  Mitte  aller  Durchmesser  sein. 

Der  Punkt  M  ist  also  der  Mittelpunkt 
oder  das  Gentrum  des  Kegelschnitts,  d.  h. 
ein  Punkt,  welcher  jede  durch  ihn  gehende 
Sehne  halbiert;  M  kann  auch  ins  Unendliche  rücken 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Durchmesser  können  pai'allel 
sein.  Da  es  zu  jeder,  also  auch  zur  unendlich  fernen 
Geraden,  nur  Einen  Pol  giebt,  so  giebt  es  auch  nur 
Ein  Centrum.  AVir  wollen  nun  diese  Resultate  durch 
die  Rechnung  bestätigen. 

Es  sei  P       {i\v)  ein  unendlich  ferner  Punkt,  d.  h. 

also  ^  und  tj  oder  doch    eins    von    beiden    über    jedes 

Mass  gross,    alsdann   ist  sicher  entweder  1  :  i  oder  1 :  rj 

=  0  und  die  Gleichung  des  Punktes  P  ist:  u|-j-vJ7  =  0 

u  rj 

d.  h.  —  —  =   -— ,  der  ßichtungsfaktor    aller  Geraden 

V  ^' 

durch  P  ist  konstant,  die  Geraden  von  P  sind  parallel, 
wie  an    und  für  sich  klar.     Es  geht  dann  7)   über  in : 

ö)  ^q(x  y)  =  y  [(x— a)v— (y— bin] 
wo  Ä  wieder  u^  v — v^u  ist:  Da  8)  in  x  und  y  linear, 
so  ist  8)  1  einer  Geraden  tt,  8)  hängt  aber  nur  von  u:  v 
ab,  und  bleibt  daher  für  alle  parallelen  Geraden,  oder 
w.  d.  s.,  für  alle  Geraden  von  P,  ungeändert.  Ist 
G  I  (ulv)  eine  bestimmte  von  ihnen,  welche  die  Kurve 
K  in  (Xj  yj  und  (x.^y^)  schneidet,  so  ist  ihr  Richtungs- 
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faktor = d.  li.  es  ist  erlaubt,  iu  8)  für 

V  X„  —  X,  '  ' 

u  zu  setzen  y„ — y,  und  für  v  —  (x.^ — x,).  Weil 
aber  (x,  iy,)  und  (x^  y^)  die  Gleichung  1  der  Kurve 
erfüllen,  so  wird  8)  erfüllt,  wenn  2x  =  x, -j-x^; 
2y  =  yj-|--y2  gesetzt  wird,  d.  h.  die  Gerade  8,  die 
Polare  ti  von  P,  geht  durch  die  Mitte  jeder 
Geraden  von  P  d.  h.  sie  halbiert  die  Sc  haar 
paralleler  Sehnen,  deren  11  i  c  h  t  u  n  g  s  f  a  k  t  o  r 
—  u  :  V  ist. 

Sei  jetzt  ;t'  konjugiert  zu  ( —  u':v')  ein  zweiter 
Durchmesser,  so  ist  für  den  Schnittpunkt  M  sowohl 
71=^0  als  7r*  =  0  und  somit 

ga)  A  _  (x— a)v— (y— b)u  _  u,  v— v„  u  ^  ^^ 
/i'       (x— <a)v'— (y — b)u'        «o  ^^ — \  ^' 

^^«^  TZHb"""^  ^'^^^  ^^~'^^  =^-"o;   (y-^  =  ^^ 

folglich  ergiebt  8)  für  die  Bestimmung  von  i^,  da 

^=[(x— a)v— (y-b)uj  :/l  ist: 
q(xly)=:^(u/  +  v,^)-l-|-  au„+  v,b=.y^;  d.  h. 

^^   ^^         K^  +  Vo^)(e^-l) 
und  (x — a)  =  i?  u„ ;  (y — b)  zz  d-^^\  x  =  a  +  ^uo; 

y  =  b  +  ^v„ 

d.  h.  aber  aus  den  KoordinatenvonMsind  so- 
wohl u  und  V  als  auch  u'  und  v'  völlig  ver- 
schwunden, sie  hängen  nur  von  den  Kon- 
stanten der  Kurve  ab,  der  Punkt  M  ist  also 
für  alle  Durchmesser  derselbe, 

Ist  e  =  1,  so  ist  i^  und  damit  x  und  y  unendlich, 
d.  h.  also:  beider  Parabel  liegt  da  s  Centrum  im 
Unendlichen,  ihre  Durchmesser  sind  parallel. 
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No.  8  lässt  sich  auch  schreiben 
9)  x(yiUo— v/j+y  (y?Vg  +  U)')— (^— 7av+  j/bu)  =  0 
oder  xa-\-yß — n  =  0;  es  sind    also  (/iUg — vy):n    und 
(/?  Vq -f- u }') :  n  die    Koordinaten    U  und  V  des    Durch- 
messers, welcher  der  Richtung  (u|v)  konjugiert  ist  und 

—  a:ß  ist  sein  Richtungsfaktor.     Für    die  Parabel    ist 

—  a:ß  =  —  "^o'^^o>  ^-  ^-  ^^^^^  §  12  S.  53. 

Die  Durchmesser  der  Parabel  stehen  auf 
der  Leitlinie  senkrecht. 

Da  für  die  Parabel  das  Centrum  als  Pol  auf  seiner 
Polaren  liegt,  so  sagt  man,  dass  die  Parabel  von 
der  unendlich  fernen  Geraden  berührt  wird. 

Man    zeigt    umgekehrt,     dass    die    Polare    fi    von 
M    I     (l  j  1])  die  unendlich  ferne    Gerade  ist.     Es  ist 
^l(iv)=^  y  ^>  ^'^0  wird  7)  nach  Division  mit  yd- 
q  (x  !  y)  =  (X— a)  u,  +  (y— b)  v^ 
X  K— Uo)  +  y  (Vo— V,)  -  (1  +  a  u„  +  b  V,)  =  0 
d.  h,  aber  ^  hat  die  Koordinaten  00  oder  fi  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade. 

Es  ist  ebenfalls  sofort  zu  verifiziren,  dass  M  auf 
jedem  Durchmesser  liegt,  da  U|+V7;  =  l  oder 
w.  d.  i.  a  i  -\-  ß'ij  =  n  ist,  man  braucht  nur  die  Gleich- 
ung ^(Ug^-f-^o^ — y)  ^^ —  (ua  +  vb — 1)  zu  benutzen; 
dass  dann  M  die  Mitte  jedes  Durchmessers  ist,  folgt 
sofort  daraus,  dass  sein  4.  harmonischer  im  Unend- 
lichen,   wird    aber    auch    direkt    mit    Benutzung    von 

X       I     X  0 

— ^—^ — ^= (§  19  S.  83)   nachgewiesen   und  ohne 

jede  Mühe,    ^venu    man    den    Koordinatenanfangspunkt 
nach  P  verlegt  d.  h.  n  =  Ji  setzt. 

Unter  der  Sehnenschaar  (u  |  v)    welche  der  Durch- 
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messer  (U  |  V)  lialbiert,  ist  Eine,  welclie  durch  M  geht, 
also  selbst  ein  Durelimesser  (U' V)  ist,  zuj,'eorcliiet  der 
Iviehtung  (u'  v'). 

Aus  den   (ijeichungen  9)  folgt  dann 
n '  U '  =  /i ' Uy — V ^y  =  vu 
u' V'= /?' v^  +  u' 7=^  V  V  und   hieraus 
u'  =  c{Äu^—vy);   v' =  c  (/l  v,,  +  u /) 

u'  U 

d.   li.  iil)ei':    — 7—   =  ~^r^—     also: 
v'  V 

Gehörtein  Durchmesserz  urSehnenschaar 
eines  anderen,  so  gehört  der  andere  zur 
Sehnenschaar  des  ersten. 

»Solche  Durchme.sser  heissen  k  o  nj  u  g  i  e  r  t.  Diese 
Zuordnung  ist  für  die  Parabel  gegenstandslos, 
weil  nur  die  unendlich  ferne  Gerade  als  durch  M 
gehend  und  dem  Durchmesser  nicht  parallel  angesehen 
werden  kann,  bezw.  da  alle  Durchmesser  parallel  sind, 
jeder  sich  seihst  konjugiert  ist.  Da  der  2.  Schnitt- 
punkt des  Durchmessers  der  Parabel  mit  der  Kurve 
im  Unendlichen  liegt,  so  geht  die  Kurve  mitten 
zwischen  Pol  und  Polare  hindurch,  und  dies 
ist  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Parabel.  Ist 
M  im  Endlichen  gelegen^  so  kann  der  Durchmesser  auf 
seiner  Sehnenschaar  senkrecht  stehen ,  die  Bedingung 
dafür  ist(§  12  S.  5H)  uU  +  vV^O,  d.  h.  aber: 

yl  (U^  U  +  V„  V)  =  0 

Ist  Ä  identisch  0  d.  h.  ist  u^  =  0  und  v^  =  0,  so 
sind  alle  konjugierten  Durchmesser  aufein- 
ander senkrecht,  dann  ist  aber  die  Leitlinie  die 
unendlich  ferne  Gerade,  d.  h.  die  Kurve  ist  der  Kreis, 
und  wir  tretfeu  hier  eine  wohlbekannte  Eigenschaft  des 
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Kreises  wieder.  Ist  /?  nicht  identisch  0,  so  haben  wir 
nur  die  Lösungen  u  :  v  =  u^,  :  v^  oder  u  :  v  =  —  (v^,  :  u^,), 
beide  Lösungen  ergeben  ein  einziges  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser,  welche  aufeinander  senk- 
recht stehen:  d  er  Durchmesse  r  parallel  der  Leit- 
linie und  der  auf  ihr  senkrechte.  Diese 
Durchmesser  heissen  die  Axen  der  centralen 
Kegelschnitte:  Ellipse  und  Hyperbel.  Aus 
8)  folgt,  dass  Eine  der  beiden,  die  auf  L  senkrechte, 
durch  den  Brennpunkt  geht,  diese  Axe  heisst 
die  Hauptaxe,  die  andere  bei  der  Elipse  kleine  — 
bei  der  Hyperbel  Nebenaxe. 

Auch  bei  der  Parabel  giebt  es  einen  Durchmesser, 
der  seine  Sehnenschaar  unter  rechtem  "Winkel  halbiert, 
der,  dessen  Schaar  die  Richtung  der  Leitlinie  hat.  Da 
für  diesen  A  =  0,  so  geht  auch  er  durch  den  Brenn- 
punkt und  heisst  die  Axe  der  Parabel.  Oft  nennt 
man  die  Axen  gemeinsam  Hauptaxen. 


VII.  Abschnitt. 

Die   Parabel. 

§  21.  Gestalt  der  Kurve. 
Die  Parabel  ist  der  Kegelschnitt  für  den  e  =  1, 
d.  h.  sie  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  von  einer 
festen  Geraden ,  —  der  Leitlinie  (L)  —  und  einem 
festen  Punkt  —  dem  Brennpunkt  (F)  —  gleichen  Ab- 
stand haben,  bezw.  ist  sie  die  Kurve,  welche  von  der  Ge- 
samtheit aller  der  Geraden  umhüllt  wird,  welche  L  so 
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sclmeiden,  dass  sie  den  Winkel  zwischen  L  und  dem 
Brennstrahl  nach  dem  Schnittpunkt  halbieren ,  oder, 
was  dasselbe  ist,  sie  ist  der  Ort  der  Symmetrieaxen 
aller  Strecken,  welche  von  F  nach  L  gezogen  werden 
können  (Fig.   14).     Den  Berührungspunkt  B  selbst  er- 


Fig.  U. 

hält  man,  wenn  man  in  dem  zugehörigen  Punkte  der 
Leitlinie  auf  ihr  das  Loth  errichtet  (Fig.  15).  Aus- 
gezeichnet ist  die  Tangente,  welche  L  parallel  ist,  sie 
geht  durch  die  Mitte  S  des  von  F  auf  L  gefällten 
Lothes  F  6r.     Punkt  S  heisst :  Scheitel  der  Parabel, 
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die  Tangente  in  S  :  die  S  ch  ei  tel  tangen  t  e,  die  Ge. 
rade  Gr  F  ist  nach  Definition  die  Axe  der  Parabel. 
Die  Senkrechten  auf  L,  welche  die  Berührungspunkte 
liefern,  sind  die  Durchmesser.  Sie  haben  mit  der 
Kurve  zwar  auch  nur  einen  Punkt  gemeinsam,  aber  ihr 
Schnittpunkt  im  Unendlichen  kann  als  Parabelpunkt 
gelten,    weil  das  Verhältnis  P  F  :  P  A    sich    mit    wach- 


Fig.  15. 


sender  Entfernung  des  Punktes  P  mehr  und  mehr  der 
Einheit  nähert.  Man  sieht,  die  Kurve  liegt  ganz  auf 
der  Seite  von  L,  bezw.  der  Scheiteltangente,  auf  der 
F  liegt.  Die  Axe  teilt  L  und  damit  die  Kurve  in 
zwei  symmetrische  Teile,  die  Tangenten  drehen  sich 
von  der  Scheiteltaugente  oberhalb  und  unterhalb  fort- 
während nach  der  Axe  zu,  bis  sie  in  unendlicher  Ent- 
fernung   von   S  untereinander    und    der    Axe    parallel 
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werden,  und  die  Axe  der  Kurve  und  einander  im  un- 
endlich fernen  Punkt  der  Parabel  treflfen.  Alles  dies 
ist  leicht  durcli  die  Reclinnng  zu  bestiitigon. 

Wälilt  man  >S  zum  Anfangspunkt,  die  Axe  zur 
X-Axe,  die  Scheiteltangente  zur  Y-Axe,  nennt  die  Länge 

von  y  G  kurz  p,  und  setzt  als  -|-  X  den  Strahl  S  P 
fest,  so  ist: 

u,  =  —  2p;  Vq  =  0;  a=:  '/,p;  b=^0;  e  =  1 
und  damit  gehen  1)  und  2)  über  in 

1)  y2  ==  2px;  2)  v'  =  2up-i 
wir  haben    also  dieselbe  Erscheinung  wie    beim  Kreis. 

Die  Parabelgleichung  enthält  in  Punkt  wie  in 
Liuieukoordinaten  nur  die  eine  Konstante  p  von  der 
die  Gestalt  der  Kurve  abhängt,  sie  heisst  der  Para- 
meter, Grenzfälle  sind  p  =  0  -- dann  artet  die  Kurve 
in  die  (doppelt  zu  denkende)  X-Axe  aus  —  und  p  =  oo, 
dann  geht  die  Kurve  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
über.      Da     in    Folge    von    1)  y  =  -j-  |/2px,     dagegen 

y'         .  .  . 

X   =    - —  völlig  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  die  X-Axe 
2  P 

d.  h.  die  Kurvenaxe  für  die  Kurve  eine  Symmetrieaxe 
ist,  ferner  dass  auf  jeder  Seite  der  Axe  die  Punkte 
der  Kurve  sich  von  beiden  Seiten  fortwährend  ent- 
fernen, aber  so,  dass  die  Abstände  von  der  X-Axe  sich 
immer  schwächer  und  schwächer  ändern,  so  dass  die 
Kurve  im  Unendlichen  als  der  X-Axe  25<'*r<'^ll6l  ange- 
sehen wird.  Zu  X  =  -|-  00  gehört  zwar  auch  y  =  +00 
und  y  =  —  X,  aber  da  wir  die  Gerade  als  im  Un- 
endlichen geschlossen  denken,  so  können  wir  diese 
beiden  Punkte  (x  -|- 00 )    und    (x  — x)  als    zusammen- 
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falleud  ansehen  und  im  verschwindenden  Abstand  von 
der  X-Axe^  weil  |x  gegen  x  verschwindet,  wenn  x 
über  jedes  Mass  gross,  so  dass  wir  die  Kurve  als  im 
Unendlichen  geschlossen  denken  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  in  der  Richtung  der  Axe.  Es  hindert 
ferner  nichts,  anzunehmen,  dass  zu  jedem  y  ausser 
dein  X,   welches  1   liefert,  noch  der  Wert  x  =  :»o   gehört. 


[ 


1   ist   !    mit  Ox--|-2px — y-  =  0;  woraus 


entsprechend  der  Thatsache  des  vorigen  §,  wonach  alle 
Durchmesser  (deren  Gleichung  y  =  c  ist)  die  Kurve  im 
uuendlich  fernen  Punkte  schneiden. 

Die  Gleichung  v'"=:2up~i  zeigt  a),  dass  zu  jedem 
u  zwei  gleiche  und  enttjegenofesetzte  v  gehören,  d.  h. 
dass  zu  jedem  Punkt  der  X-Axe  zwei  symmetrisch 
gegen  die  Axe  gelegene  Tangenten  gehören,  die  reell  sind 
für  alle    negativen   u,    d.  h.    für    alle  Punkte    auf    dem 

Strahl  S  G,  für  S  selbst  fallen  beide  v  zusammen.  Zu 
jedem  v  gehört  nur  ein  u,  es  giebt  scheinbar  durch 
jeden  Punkt  der  Y-Axe,  d.  h.  der  Scheiteltangente,  nur 
Eine  Taugente,  dazu  kommt  aber  wieder  die  Lösung 
u  =  7:,  d.  h.  die  Scheiteltangente  selber.  Die  Gleich- 
ung 2  giebt  eine  bequeme  Erzeugung  der  Kurve  aus 
iliren  Tangenten,  Die  Gleichung  v' — 2up~l  =  0  ist 
hervorgegangen  aus  a' — q  r  des  §  17,  wir  entnehmen 
daiaus  den  Satz: 

Eine  Gerade  schneidet  die  Parabel,  be- 
rührt   sie,    schneidet    sie  niclit,   je    nachdem 
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der  Gegen puukt  des  Brennpunkts  in  Bezug 
auf  die  Gerade  auf  die  Brenn  p  u'n  k  t  s  s  e  i  t  e 
der  Leitlinie,  auf  die  Leitlinie  oder  ent- 
gegengesetzt fällt. 


Die  Gleichungen  der  Tangeute  und  der  Polare 
folgen  aus  7)  und  9)  des  §  20. 

3)  yy'  =  p  (x  +  x')  bezw.  3»)  y  ^  =  p  (x  +  i).  [Be- 
rührungspunkt  |   (x,  ly,);  Pol      (§  »?)]. 

Aus  3)  bezw.  3*)  folgt,  dass  wenn  y  =  0,  so  x 
=  — x'  (bezw.  — 1?'),  d.  h.  die  Tangente  (Polare) 
schneidet  die  Axe  so,  dass  der  Scheitel  in 
der  Mitte  zwischen  dem  Schnitt  und  dem 
Fusspunkt  der  Ordinate  des  Berührungs- 
punkts (Poles)  liegt. 

Aus  3)  erhellt  die  für  die  Parabel  charakteristische 
Thatsache,  dass  die  Konstruktionsfigur  ABF 
der  Figur  15  sich  zu  der  Raute  ABF  T  ver- 
vollständigen (Fig.  16)  lässt,  sowie  der  Satz  : 

Alle  Parabeltangenten  (bezw.  Polaren) 
werden  zwisclien  Kurve  (Durchmesser)  und 
Axe  von  der  Scheiteltangente  halbiert. 

Die  Senkrechte  auf  der  Tangente  im  Berührungs- 
punkt heisst  bei  allen  Kurven  Normale,  das  Stück 
der  X-Axe  zwischen  dem  Fusspunkt  ß  der  Ordinate  und 
dem  Schnittpunkt  T  der  Tangente  heisst  Subtangente, 
das  Stück  zwischen  dem  Fusspunkt  ß  und  dem  Schnitt 
der  Normale  N  heisst  die  Subnormale. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  TAG  und  FB  /?; 
GAF  und  /jBN  folgt: 
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Die  Subtaugente  ist  doppelt  so  laug  als 
die  Abscisse  und  was  wichtiger : 

Die  Subnormale  ist  konstant  und  gleich 
dem  Parameter. 

Schlägt  mau  um  F  mit  dem  Brenustrahl  F  B  den 


Fig.  16. 


Kreis,  so  trifft  er  die  Axe  in  T  und  N  und  liefert 
Taugente  und  Normale  zugleich.  Da  die  Tangente  die 
Symraetrieaxe  zu  FA,  so  ist  es  leicht,  von  irgend 
einem  Punkt  P  an  die  Parabel  die  Tangenten  zu  kon- 
struieren. Man  hat  nur  um  P  mit  P  F  einen  Kreis  zu 
schlagen,  der  (wenn  P  ausserhalb,  d.  h.  PF>PC) 
(Fig.  17)  die  Leitlinie  in  den  Punkten  A  und  Aj 
schneidet;  die  Symmetrieaxen  zu  FA  bezw.  FA^  sind 
Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  7 
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daim  die  Tangenten  und  B  und  R^  die  Berülirungs- 
puukte. 

Da  die  Tangente  den  Winkel  ABF  halbiert,  so 
halbiert  die  Normale   den  Nebenwinkel,  d.  h.: 

AlleStralileu,  welche  von  F  her  die  Kurve 
treffen,  werden  in  de  r  Ri  ch  t  u  n  g  der  Axe  zu- 
rückgeworfen,   und  alle  »Strahlen,   welche  in 


der  Richtung  der  Axe  von  innen  kommend 
die  Kurve  treffen,  werden  im  Brennpunkt 
g  e  s  a  m  m  e  1 1. 

Diese  Eigenschaften,  von  denen  der  Brennpunkt 
seinen  Namen  hat,  machen  die  parabolischen  Spiegel 
so  wichtig  für  Optik,  Wärmelehre  und  Elektricität. 
Die  Parabel  hat  ausserdem  noch  Bedeutung  für  die 
Mechanik  als  Wurf  li  nie  und  für  die  Astronomie 
als  Kometenbahn. 


§  22.     Weitere  Brennpunktseigenschaften. 
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§  22.  Weitere  Breiiupuiiktseig'enschafteii. 

Vervollständigt  man  Fig.  17  dadurch,  dass  man 
¥  mit  B  und  B^  verbindet  und  zu  A  Aj  die  Axe  zieht, 
welche  durch  P  geht,  lässt  dagegen  A,  P  weg,  so  ent- 
steht  Fig.    18.      AjPF    ist    als    Centriwinkel    doppelt 


Fig.  18. 

so  gross  als  der  Peripheriewinkel  Aj  AF,  welcher  gleich 
ABP  ist,  weil  beide  den  Winkel  BAF  zu  90°  er- 
gänzen; somit  ist  <  Aj  P  F  =  <  A  B  F  d.  h.  die  Dreiecke 
Aj  P  F  und  A  B  F,  sowie  ihre  Hälften,  sind  ähnlich. 
Die  Fig.  18  ist  wie  Fig.  16  für  die  Parabel  charak- 
teristisch, sie  ergiebt  eine  Reihe  von  Sätzen  (u.  Auf- 
gaben), von  denen  einige  schon  im  vorigen  §  als  all- 
gemein giltig  erwiesen  sind. 

Als  speziell  für  die  Parabel  gelten: 

1)    Der    Brenustrahl     nach     dem    Pol     ist 
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mittle i'e  Proportionale  zwischen  den  Brenn- 
strahlen nach  den  Berührungspunkten. 

2)  Die  Quadrate  der  Tangenten  verhalten 
sich  wie  ihre  Berührungsbrenn strahlen. 

3)  Die  Tangenten  bilden  mit  deraBrenn- 
strahl  und  dem  Durchmesser  nach  ihrem  Pol 
(Schnittpunkt)  wechselweise  gleiche  Winkel. 

4)  Der  Tangentenwinkel  ist  die  Hälfte 
des  "Winkels  unter  dem  die  Polare  vom  Brenn- 
punkt aus  erscheint. 


Fig.  19. 


Da  Winkel  B,  P  F  gleich  PBF,  so  hängt  er  von 
der  Lage  des  Punktes  P  auf  der  Tangente  P  B  nicht 
ab,  d.  h. : 

5)  Zieht  man  vom  Brennpunkt  aus  nach  allen 
Tangenten  unter  konstantem  AVinkel  Strahlen,  so  bilden 
die  Scheitel  diejenige  Tangente,  welche  mit  ihrem  Be- 
rührungsbrennstrahl diesen  Winkel  bildet. 

Sei   ABC    jetzt  ein   von   3  Tangenten    gebildetes 
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Dreieck  (3  Parabeltangenten  bilden  stets  ein  Dreieck, 
da,  weil  M  des  vorigen  §  im  Unendlichen,  nie  2  Tan- 
genten einander  parallel  sind)  und  zieht  man  durch  A 
und  B  den  Durchmesser,  und  verbindet  A  und  B  mit  F, 
(Fig.  19)^  so  folgt  aus  Satz  3  (Fig.  18)  sofort,  dass 
■^ACB  und  AFB  gleich  sind,  weil  beide  gleich 
a — ß,  also: 

6)  Das     Stück     jeder     dritten     Tangente 
zwischen    zwei    festen   Tangenten    erscheint 
von  F  aus  unter  dem  festen  Winkel, 
oder: 

7)  Der  Brennpunkt  liegt  auf  dem  jedem  Tang-enten- 
dreieck  umgeschriebeneu  Kreis. 

Durch  3  Tangenten  wird  also  der  Brennpunkt  auf 
den  Umkreis  ihres  Dreiecks  gebannt,  während  die  zu- 
gehörige Leitlinie  sich  um  den  Höhenschnittpunkt  dreht, 
durch  4  Tangenten  ist  also  die  Parabel  völlig 
bestimmt;  4  Parabeltangenten  bilden  stets  ein  voll- 
ständiges Vierseit  mit  6  Ecken  im  Endlichen,  die  4 
Umkreise  der  4  Dreiecke  solcher  Konfiguration  schneiden 
sich  stets  in  Einem  Punkt.  Also:  An  jedes  voll- 
ständige Vierseit  ohne  parallele  Seiten  lässt 
sich  Eine  und  nur  Eine   Parabel    anschreiben. 

Der  Schnittpunkt  zweier  Umkreise  zweier  Dreiecke 
ist  F,  die  Gegenpunkte  von  F  in  Bezug  auf  zwei  Seiten 
bestimmen  L. 

§  23.  Sehnen-  und  Polar-Eigenschafteu. 

Die  Gleichung  der  Sehne  kann  man  entweder  ebenso 
wie  beim  Kreis  aus  1)  des  vorigen  §  ableiten,  oder  sie 
allgemein  für  alle  Kegelschnitte  ableiten  und  dann 
spezialisieren. 
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Bezeichnet  man  die  Form  (die  linke  Seite  der  auf 
0  gebrachten    Gleichung)  der  Tangentengleichung    mit 

T  wo  p  den  laufenden  Punkt  und  b  den  Berührungs- 
punkt bedeute,  und  T  sich  nicht  ändert,  wenn  man 
beide  vertauscht,  so  ist  die  Gleichung  der  Sehne  durch 

A    {(xjy.)  undB  {   (x,  yj:  T/ +  T/=  t/,  somit 

für  die  Parabelsehne 

4)  y  y,— P(x  +  X,)  +  y  y^— p(x  +  x,)  =  y,  y,— pCx^+x^) 
oder  y  yi— p  X  +  y  y^— p  x  =  y,  y, 
oder  y  (y,  +  y,)  -y,  (y,  +  yj  =  2  p  x— 2  p  x^  ;  (y^  ^  =  2px,) 

2p 

d.  h.  m  y-y,  = p (x— x,). 

Der  Richtungsfaktor    jeder    Sehne   ist  also  

V 
wenn    ij    die   Ordinate     ihres    Mittelpunktes     bedeutet. 

Ist  ^  die  Abscisse  zu  ij,  so  ist,  da  (l  |  ^)  auch  auf  AB 

liegt 

4b)y-i?=  -^    (x-l). 

Die  Gleichung  der  Sehne  ist  in  dieser  Form  mit 
der  der  Tangente  völlig  identisch  und  an  Stelle  des 
Berührungspunktes  tritt  der  Mittelpunkt  der  Sehne; 
und  sie  gehen  in  einander  über,  wenn  (^  i  tj)  ein  Punkt 
der  Kurve  u.  h.  wenn  A  und  B  zusammenfallen. 

Da    der    ßichtungsfaktor   der  Sehne,    so  folgt 

hier  direkt  der  Satz:  Die  Mitten  der  parallelen  Sehneu 
liegen  auf  einer  Parallelen  zur  X-Axe,  d.  h,  auf  einem 
Durclimesser. 

Nennt  man  die  Senkrechte  auf  der    Sehne  in  der 
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[Mitte  M  (II  >;)  die  Sehneuuormale ,  so  ist  deren 
(xleichung 

woraus  wenn  y=0  gesetzt  wird,  erhellt,  dass  ganz 
allgemein  für  alle  Sehnenuormalen  der  Satz  gilt:  Die 
Subnormale  ist  konstaut  und  gleich  dem  Pa- 
rameter. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Sehnen- 
schaar  mit  ihrem  Durchmesser  bildet,  mit  ß,  so  ist 
j?  =  pcot/3  die  Gleichung  des  Durchmessers.  Der  Punkt 
S^  in  w^elchem  er  die  Kurve  im  Endlichen  triöt,  heisst 
sein  Scheitel,  dessen  Abscisse  |  nach  1)  gleich  'l^  p 
cot"/3.  Die  Taugeute  im  Scheitel  S  hat  ebenfalls  wie 
5)  zeigt,  den  Richtungsfaktor  p'/  =  tg|S,  wie  schon 
bekannt  ist.  Transformiert  man  die  Gleichung  1  der 
Kurve  auf  den  Durchmesser  rj^^pcotß  als  X^-A.xe 
und  die  Tangente  in  S  als  Y'-Axe,  so  ergeben  unsere 
Gleichungen  aus  §  13,  da  a^^=0  und  ß^^  ß  und  w  =; 
90°,  ist 

X  =  x'  +  y^  cosjS+  ''2  p^cot^/?;  y=  y*sin/5-j-  p  cot/? 
somit  y'    sinV  +  2py'  cos/?  +  p^cotV  =  2px=  2p  x' 

+  2py'cos/?  +  p''cot'^ 
also 

6)  y''  =  2i)'xi 
wo  p'=p;sin^^.     In  Worten: 

Die  Parabelgleichung  behält  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Durchmesser  als  X-Axe 
und  seine  Scheiteltangente  als  Y-Axe  ihre 
Form,  ja  selbst  p',  der  Parameter  der  Sehuenschaar 
oder  des  Durchmessers,    behält  die    Bedeutung;    da  es 
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gleich  ('l2P^"^)-;  ^'^  ^^^  ^^  gleich  dein  doppelten  Ab- 
stand des  Scheitels  S  von  der  Leitlinie.  Die  Gleich- 
ungen 5  der  Sehne  und  Tangente  behalten  also  auch 
ihre  Form,  nur  geht  p  in  j)'  über  und  es  bleiben  also 
auch  die  Sätze  die  daraus  folgen,  z.  B. 

Jede  Tangente  schneidet  jeden  Durch- 
messer so  weithi  nter  dem  Scheitel,  als  die 
konjugierte  Sehne  durch  den  Berührungs- 
punkt vorne. 

Wir  finden,  heiast  dies,  durch  Rechnung  den  Satz 
bestätigt : 

Die  Tangenten  im  Endpunkt  einer  Sehne  schneiden 
den  konjugierten  Durchmesser  so  weit  hinter  S  als  die 
Sehne  vorne,  oder:  Der  Pol  liegt  auf  seinem  Durch- 
messer soweit  hinter  dem  Scheitel  als  die  Polare  vorne. 

Wenn  also  PQR  ein  Trip  eldr eieck  (§  19 
S.  85)  ist,  so  bestimmen  die  Mitten  der  drei 
Seiten  die  3  den  Polaren  parallelen  Tan- 
genten. 

§  24.     Qnadriening',  Potenzsatz. 

Auf  dem  eben  bestätigten  Satz  beruht  die  Qua- 
drierung der  Parabel.  Sei  P  ein  Punkt  ausserhalb 
der  Kurve,  AB  seine  Polare  (Fig.  20),  S  der  Scheitel 
seines  Durchmessers.  Die  Tangente  in  S  halbiert  als 
Parallele  zu  AB  Strecke  PA  in  P,  und  PB  in  P„ 
also  ist:  Dreieck  A  S  B  =2  Dreieck  A,  P  Bj  (sie 
haben  gleiche  Höhen  und  AB  ist  =  2AjB,). 

Man  kann  nun  ebenso  durch  Pj  und  P.,  die  Durch- 
messer P,  Sj  und  Pj  S.^  ziehen,  dann  wieder  in  S,  und 
Sj   die  Tangenten,  welche  wieder  1\  A  und  P,  S  bezw. 


Potenzsatz. 
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P„  B  und  Pj  S  halbieren,  und  so  fort  in  infiuitum ;  stets 
ist  das  Sehnendreieck  das  Doppelte  des  Tangenten- 
dreiecks. Die  Sehnendreiecke  füllen  dann  schliesslich 
das  Parabelsegment  ASB  aus,  und  die  Taugenten- 
dreiecke die  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  den 
Tangenten  in  A    und  B.     Da    alle    Glieder    der    einen 


Fig.  20. 


Summe  doppelt  so  gross  als  die  einzelnen  Glieder  der 
anderen  sind,  so  ist  auch  die  ganze  erste  Summe  doppelt 
so  gross  als  die  zweite.     Also : 

Die  Parabel  teilt  das  Dreieck  des  Pols 
und  der  Polare  im  Verhältnis  von  1:2  oder 

Das  Parabelsegment  ASB  ist  ^3  des  Drei- 
ecks APB. 
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Man  kann  aiioli  sagen  (da  S  i\I  B  el)enso  -3  von 
PMB  ist): 

D  i  e  P  a  r  a  b  e  1  teilt  das  1 '  a  r  a  1 1  e  1  o  g  r  a  ni  ni 
aus  den  Koordinaten  eines  ihrer  1' unkte,  (be- 
zogen auf  irgend  einen  Durclimes.ser  und  seine  Scheitel- 
tangente als  Axen)  von  innen  nach  aussen  im 
Verhältnis  2  zu  1. 


Potenzsat/. 

Sei    (Fig.  21)    AB    eine    Sehne,  P  ein    l)elieliiger 
Punkt  auf  ihr,  M  die  Mitte,  S  M  der  konjugierte  Durcli- 


messer.  Die  Polare  von  V  schneidet  A  B  in  Q,  so  dass 
also  A  und  B  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt  sind, 
sie  schneidet  den  Durchmesser    durch  P  in  D,  so  dasg 
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D  Sj  und  Sj  P  gleich  sind  und  trifft  M  S  im  Pol  C  von 
A  B,  so  dass  C  S  und  S  M  gleich  sind.  Alsdann  ist, 
wenn  BM^^y^    nach    6)  y'   —  2  p*x\    wo  p'   nur  von 

2 

der  Sehne  AB  abhängt;  es  ist  aber  y^  =MP.MQ 
—  2p'x'  und  wegen  der  Aehnlichkeit  2x:QP  — 
MQ:PD,  also  MP.  PQ  =  p'PD  =  2p'p"  Avenn  p^^ 
den  Abstand  des  Punktes  P  vom  Scheitel  seiner  Durch- 
messer bedeutet;  MP.PQ  ist  aber  BP  .PA  und  somit: 

Das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der 
Sehne  im  Punkte  P  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
dem  Parameter  der  Sehuenschaar  und  dem 
doppelten  Scheitelabstand  des  Punktes  P. 

Die  Rechtecke  aus  den  Abschnitten  zweier 
sich  in  P  schneidenden  Sehnen  verhalten  sich 
wie  die  Parameter. 

Das  Verhältnis  der  Rechtecke  bleibt  un- 
geändert,  wenn  beide  Sehnen  parallel  ver- 
schoben werden. 


Vlir.  Abschnitt. 

Ellipse. 

§  25.  Die  Kurve. 

Die  Ellipse  ist  der  Kegelschnitt,  dessen  numerische 
Excentricität  e  kleiner  als  1  ist.  Sie  besitzt  ein  Centrum 
M,  eine  Hauptaxe  die  durch  F  geht  und  eine  kleine 
Axe,  welche  senkrecht  auf  jener,  der  Leitlinie  L  parallel 
ist.     AVählt  man  die  Hauptaxe  zur  X-,  die  kleine  Axe 
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zur  Y-Axe,  so  ist  in  1)  des  Abschnitts  VI  zu  setzen : 
Vj)  =  0,  b=0;  6  =  0,  ferner  ist  in  den  Gleichungen 

8:  a-1-  ^Uq  =  0,  somit  u^  = ,  dann  geht  1)  über  in: 

1)  x^(l-e^)4-y'=a='e-2(l— e^)  oder 

^^       a^        +       a*(l-e*)      "^ 

I     a    1 
Ersetzt  man      (d,  h.  den  absoluten  Betrag 


von  a :  e)  durch  A  und    \~^ durch    B,  so    geht 

6 

1^  über  in 

x^  v" 

^  -*     A^      ^      B'  ^ 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  für  das  Haupt- 
axensystera.  Da  wenn  y  =  0,  x  =  +  A,  und  wenn  x=r0 
y  =  +  B,  so  sind  2  A  und  2B  die  Längen  der  Haupt- 
oder grossen  Axe  und  der  kleinen  Axe. 

In  1*)  kommen  nur  die  Quadrate  von  x  und  y  vor, 
daraus  folgt,  dass  die  Kurve  sowohl  in  Bezug  auf  die 
X-  als  auch  Y-Axe  symmetrisch  ist ;  die  Hauptaxen 
teilen  die  Kurve  in  4  kongruente  Teil -Quadranten. 
Die  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Y-Axe  erfordert,  dass 
die  Kurve  symmetrisch  zu  F  und  L  noch  einen  zweiten 
Brennpunkt  F,  und  eine  zweite  Leitlinie  L^  besitzt. 
(Fig.  22).  Man  sieht  sofort,  dass  ausserhalb  des 
Parallelogramms  (+  A |  +  B);  (— A  |  +  B) ;  (— A  |  — )B ; 
(-]-A| — B)  kein  Punkt  der  Kurve  liegen  kann.  DiePunkte 
S  und  S*  resp.  ff  und  ff'  heissen  die  Scheitel  der  Kurve. 
Die  Länge  von  FM,  welche  |a|  ist  und  daher  Ae  ist, 

heisst  die  lineare  Excentricität,    während 
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der  Abstand  der  Leitlinien  von  M,  gleich  A  e— ^  ist.  Die 
Ellipse  ist  eine  geschlossene  ganz  im  Endlichen  ver- 
laufende Kurve,  deren  nahe  Verwandtschaft  mit  dem 
Kreis  schon  aus  1*)  hervorgeht,  sie  wird  zum  Kreis, 
wenn  A  =  B  d.  h.  aber  e  =  0 ;  dann  fallen  beide  Brenn- 
punkte auf  M  und  beide  Leitlinien  ins  Unendliche. 
Umgekehrt  sieht  mau,  dass  die  Ellipse  aus  dem  Kreis 
um   M    mit    dem  Durchmesser  2A,   dem  Hauptkreis, 


Fig.  22. 


durch  Druck  gegen  die  X-Axe  (bezw.  aus  dem  Kreis  um  M 
mit  Durchmesser  2  B  durch  Zug)  hervorgeht,  bei  dem 
alle  Abscissen  ungeäudert  bleiben,  die  Ordinaten  alle 
im  Verhältnis  A'B  zusammengedrückt  (bezw.  wie  B  :  A 
ausgedehnt)  werden.  Diese  Bemerkung  ist  zuerst 
von  Stevin  (1585)  benutzt  worden,  um  die  Geometrie 
der  Ellipse  aus  der  des  Hauptkreises  abzuleiten.  Da 
alle  Rechtecke,  deren  Grundlinien  auf  der  X-Axe  liegen, 
und  deren  Ecken  entsprechende  Punkte  sind,  d.  h. 
deren  Ordinaten  sich  wie  A/B  verhalten,  auch  sich 
wie  AjB  verhalten,    so  sieht  mau,   dass  jedes  Ellipsen- 
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flächeustück  sicli  zu  dem  entsprecheuden  Kreisflächen- 
stück wie  B:A  verhält  inshesondere  ist  derln- 
halt  der  Ellipse  ABtt. 

INIan  konstruiert  unabhängig  vom  Hauptkreis  be- 
liebige Kurvenpuukte ,  wenn  mau  FA  der  Fig,  12 
innerhalb  und  ausserhalb  im  Verhältnis  e  teilt  und  über 
die  Teilpunkte  als  Durchmesser  den  (Apollonischen)  Kreis 
schlägt^  der  die  Senkrechte  auf  L  in  A  in  den  Kurven- 
punkten B   und  Bj   schneidet. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  in  Linienkoordinaten 
wird  (nach  Abschnitt  VI) 

2)  A' u- -f  B- V-— 1  =  0, 
und  man  sieht,  dass  mit  ganz  unwesentlicher  Aenderung 
die    Rechnung    sich    wie    beim    Kreis     gestaltet.     Die 
Koordinaten  der  Tangeuten  von  P  {  (Xj  |  yj  siud  wieder 

_   B^x.+pABy.  _     A'y.  +  pABx. 

U:2-     A^y/^  +  B^x/     '   ""'^  -      A*y/  +  B*x.'" 
also  die  Gleichungen  der  Tangenten 

3)-X^    +    ^3^-— 1  i^Tß-  (x  y^— y  xj  =  p' 

wenn  wieder  p"  das  Resultat  der  Substitution  von  Xp 
jp  in  die  Form  der  Ellipsengleichung  bezeichnet,  und 
Potenz  heisst.  Ist  p' =  0,  d.  h.  P  auf  der  Kurve, 
so  giebt  es  nur  Eine  Tangente,  deren  Gleichung  daher 
X  x'  y  y' 

ist.  "Wenn  p"  >  0  d.  h.  P  ausserhalb  der  Ellipse,  giebt 
es  zwei  reelle  Tangeuten,  uud  wenn  p'*  <  0,  d.  h.  P 
innerhalb  der  Kurve,  so  sind  die  Tangenten  imaginär. 
Die  Gleichung  der  Polaren  ist  der  Form  nach  mit  der 
der  Tangenten  identisch,    nur  dass  x'   und  y*  die  Ko- 
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ordinateu  des  Poles  siud.  Da  wenn  y  =  0,  x^  x'  ^  A" 
so  ergiebt  3^)  eine  einfache  Konstruktion  der  Tangente 
in  P,  mittelst  des  Pythagoras;  man  schlägt  um  M  mit 
A  den  Kreis  (dessen  gedrücktes  Abbild  die  Ellipse  ist) 
verlängert  die  Ordinate  bis  sie  den  Hauptkreis  im 
entsprechenden  Punkte  trifit,  legt  an  diesen  die  Kreis- 
tangente, schneidet  die  Grosse  Axe  in  der  Entfernung 
x„  von  Mj  im  Punkte  T,  so  ist  T  P  die  Tangente,  (Eig.  22.) 


§  26.  Koujugierte  Durchmesser. 

Wir  fanden  S.  51  zwischen  den  Richtungsfaktoren 
konjugierter  Durchmesser  die  Beziehung 

n'  X  u,— V  y  V+Vq' 

— r~=~^ , j  wo  y  = h 

e  . 

da  hier  v^  =  0,  u^^  =  so    ist    y 


e- 

1-2 


wenn    der 


Fig.  23. 

Einfachheit  halber  die  Hauptaxen    fortab  mit  2  a  und 

2  b  bezeichnet  werden  ;  da  ^  =  u,,  v,  so  ist  — ; = 

"  V         V 

e"— 1,    also   wenn    man    (Eig.  23)  die    Winkel,    welche 
die  Durchmesser  mit  -j- -^  bilden,  ^  und  ^^  nennt. 
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— 1>* 

4)    taugi>  tang  ^' = ^— 

Aus  (lieser  einfachen  Beziehung  entspringen  eine 
Reihe  von  Folgerungen. 

1)  Der  Quotient  ändert  sich  nicht,  wenn  beide 
Axen  den  Faktor  8  erhalten,  Fasst  man  also  M  als 
Aehnlichkeitscentruni  und  bildet  die  Ebene,  in  der  die 
Ellipse  liegt,  von  M  aus  im  Grundverhältnis  8  ähnlich 
ab,  so  entspricht  der  Ellipse  um  M  mit  den  Halb-Axen  a 
und  b,  die  Ellipse  mit  den  Halb-Axen  8  a  und  8  b ;  kon- 
jugierte Durchm  esser  der  vonM  aus  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden  Ellipsen  sind  als  ge- 
rade Linien  identisch,  und  folglich  sind  die 
beiden  Abschnitte  jeder  Secante  zwischen 
solchen  Ellipsen  einander  gleich. 

+  b  — b  . 

2)  "Wenn  tg^  = ,soisttg^*= d.h. diese 

beiden  Durchmesser  liegensymmetrisch  zur  kleinen 
Axe  und  zur  grossen,  und  sind  die  Diagonalen 
des  in  den  Endpunkten  der  Axen  d.  h.  also 
in  den  Scheiteln  der  Ellipse  umgeschriebenen 
Parallelogramme s.  Sie  haben  der  Symmetrie  wegen 
gleiche  Länge^  was  auch  rechnerisch  sofort  erhellt,  denn 
nennt  man  die  Länge  des  Durchmessers  mit  dem  Winkel 
^  „2  a'"  (zu  ^*  „2  b'")  so  sind  für  einen  der  Endpunkte 
x  =  a'co3^;  y  z=  a' sin  ^,  somit 
,   cos*  d-        sin'*  ^  1 

Da  5  nur  die  Quadrate  des  Cosinus  und  Sinus 
enthält,  so  bleibt  die  linke  Seite  für  den  Supplement- 
winkel   ungeändert,    und    es  haben    ganz    allgemein  2 
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Durclimesser,  welche  symmetrisch  zur  kleinen  (und  damit 

auch    zur    grossen)  Axe    liegen,    gleiche    Länge.      Man 

kaun  5)  auch,  weil  b"  =  a^ — a^e"  ist,  die  Form  geben: 

—2 
T)'^)    1  — e^  cos^^  =  b'^  a'     .     Dies  ist  die  Gleichung 

der  Ellipse  in  Polarkoordinaten    für    M    als 

Pol,  und  die  grosse  Axe  als  Polar- Axe ;  aus  ihr  folgt 

sofort,  dass  die  grosse  Axe  der  grösste,  die  kleine  Axe 

der    kleinste  Durchmesser;    dass  die  Durchmesser  der 

Schaar  d-  von  0  bis  90  fortwährend  fallen,  der  Schaar 

^*  von    90  bis    180    fortwährend  wachsen,    bei    d-  -\-  0-^ 

=  180  Gleichheit  stattfindet. 

Ist  b  ^  a,  so  sind    alle    Durchmesser    gleich,    die 

konjugierten  stehen  aufeinander  senkrecht. 

3)  Der  Gleichung  4  lässt  sich,  da  b"  =  a^  (1 — e') 
ist,  die  einfache  Form  geben  (wenn  d"^ — d-  ^=  w  gesetzt 
wird) 

4*)  cos  w  =  e'*  cos  i^  cos  d"' 
auch  lässt  sich  4)  ohne  weiteres  schreiben  als 
4^)  b^  sin  S-  sin  y  -)-  a^cos^  cos  ,^'  =  0. 

4)  Kombiniert  man  5*)  (nach  e'^ COS"  1?  bezw.  e-cos*i9'^ 
aufgelöst)  mit  4*)  so  ergiebt  sich  fast  unmittelbar 

6')  a^'  b^'  sin^  w  =  b^  (a^'  +  b^'— b') 

2        a'b'        2        a'b"'* 
Es  ist  aber  a    =  -,^-^^'  =  ^,|^   ^o  n  (^)   = 

b' cos'.? -f  a- sin' ^  zu  Folge  4);  n  {if)n{&^)  ist  (Sub- 
traction  der  aufs  Quadrat  erhobenen  Relation  4''))  = 
a''  b^  sin^  w,  somit  erhalten  wir 

2  2 

6)  a^  b^   sin'  w  =  a'  b' 

Der  Vergleich  von  6)  mit  6')  ergiebt  sofort 

7)  a*'  +  b^'=ra''-|-b' 

Simon,  Anali'tisclie  Geometrie  der  Ebene.  8 


IM  YIII.  Abschnitt.     Ellipse. 

und  somit  7^)  u(d)  -f  n(^')  r-:  (a'  -j-  b*)  sin'  w;  6)  und  7) 
lauten  in  Worten; 

AllederEllipseinden  Endpunkten  kon- 
jugierter Durchmesser  um-  und  eingeschrie- 
beneParallelogramme  haben  gleichen  Inhalt 
(nämlich  4  a  b  und  2  a  b). 

Die  Summe  der  Quadrate  konjugierter 
Durch-  (Halb)-messer  ist   konstant. 

Die  Länge  konjugierter  Durchmesser 
ist  durch  den  Winkelz  wischen  ihnenbestim  mt. 

Die  Beziehung  der  Ellipse  zum  Kreis  giebt  un- 
mittelbar den  Satz,  dass  die  Gleichung  ihre  Form 
nicht  ändert,  wenn  man  ein  beliebiges  Paar. 
konjugierter    Durchmesser    zu    Axen    wählt. 

Sei  Durchmesser  %)■  die  X-Axe,  ^'  die  Y-Axe,  die 
positiven  Richtungen  werden  durch  die  positive  Drehung 
der  alten  Axen  gegeben.  Dann  ist  der  Abstand  eines 
Punktes  z.  B.  von  der  linken  Leitlinie  L  unmittelbar 
gegeben,  dii  sich  die  (ileichung  von  L  in  der  Hesse'schen 
Normalform  sofort   hinschreiben    lässt,    es  ist  ^  =  |Uq]; 

cos  a  =  —  cos  &,  cos  ß  =  —  cos  ^',  somit  —  L  —  x  cos  ^ 
— y  cos  &^ — a  e— 1)  also  geht  1)  S.   69  über  in 

8)  (ex  cos^  -f  ey  cosd'  +  *)^  =  [(^  ^^^  ^'+  ^®  s'md'^f 
-\-(y  sin  w— a  e  sin ^)^ -|-  2  (x  sinw^-  aesin^')  (y  sin  w — 
a  e  sin  ^)  cos  w]  sin— '-^  w     oder 

sin-  w  [x-  (1 — e'^cos"  ■&)  -f  y*  (1 — e'*  cos*^')  -f  2xy 
(cos  w — e-  cosd  cos^')]-|-2ae  sinw  [x  (sin^' — (sind  cosw 
-|- cos  i>  sin  w) -j-  y  ( — sin  ^ -[-  sin  ö''  cosw — cos d' sin  w)] 
+  c. 

Der    Faktor    von  xy    ist  0  in   Folge    von  4-'),   die 
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Faktoren  von  x  und  y  desgl.,  weil   sin,9'' =  sin  (^ -j- w) 
und  sin?^  =  8in(^*— w)  ist. 

c  =  a*e*sin^i9''  +  a-e'*  sin',^ — 2a-e-  sin^  sini9''  cosw — 
a^sin^w;  weil  a*e^  =  a^ — b^,  so  ist 

a'  e-  sin^^'  =  a^sio''^'  +  b^cos^  ^•— b^ 
a'^e*  sin^^  =:  a^  sin^  &  -\-  b-cos^i9-— b^ 
ihre  Summe  nach  7^)  =  (a^  +  b^)  sin' w — 2  b^,  somit 
c  z=r  b'  sin^  w — 2  b" — 2  a*e*  sin^  sinö-^  cosw 
Es  ist  aber  nach  4)  und  4^^) 
a'^'e-  sin^  sin <?*==:  — b^e*  cos^  cost?''  ^  — b^  cosw 
c  =  b^  sin*  w  —2  b*  -}-  2  b''  cos*  w  =  —  b*  sin*  w 
Nach  Division  mit  b*  und  Benutzung  von  5*)  geht 
8)  über  in 


8') 


+ 


-=1 

q.  e,  d. 


§  27.  Breiuipunktseigeuschaften. 
Unterscheidet    man    die  Brennpunkte    wie  in  Fig. 
21  als  F  und  F*  und  die  Breunstrahlen  von  F  und  F' 


nach  dem  beliebigen  Punkt  P  der  Kurve  als  q  und  p\ 
so  ist  nach  der  Fundamentaleigenschaft  der  Ellipse 
wenn  -|-^  "^iß  üblich  nach  rechts  gerichtet  ist,  (Fig.  24). 
Q^  :=  e  (MGr^ — x)  =  a — xe  und  ebenso  ^  =  a  -|-  xe,  somit 
9)  {)  +  p'  =  2a.     In  Worten: 
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Die  Summe  der  Brenn  strahlen  ist  kon- 
stant und  gleich  der  grossen  Axe. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  PF'S'  mit  y,  so  ist 
X— ae  =  ()'  cos  (p ',  x  e  =  e  q^  cos  qp  -|-  ae'*;  somit  p'  (1  -|-  e 
cos  y)  =  a  (1— e").  Es  ist  aber  a  (1 — e'^)  =  e  F'  G'  =  p, 
wenn  p  die  Ordinate  durch  den  Brennpunkt  (für  das 
Hauptaxensystem)  bedeutet.  2p  heisse  Parameter; 
also 

^  ^        1  +  ecosqp 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoor- 
dinateu  für  F'  als  Pol  und  F'G'  als  Axe,  sie  gilt  für 
alle  Kegelschnitte,  und  ist  historisch  wichtig, 
weil  Kepler  aus  ihr  die  Gestalt  der  Marsbahu  er- 
schlossen hat. 

Setzt  man  in  9^)  für  (p  ein  y' =  180 -(- 9p,  so  geht 
cos^^  in  — cos^  über^  son)it 

112 

9I')  F     :=— ,  also: 

Das     harmonische    INI  i  1 1  e  1    aller    Sehnen 

durch  einen  Brennpunkt  ist  konstant. 

Multipliziert   man  q^  =  a — x  e  mit  ^  =  a  -)-  x  e,    so 

kommt  00*  =  a^ — x^e^;  nach  ö**^)  ist  aber  x'^e'' :=  a*  — b', 

2 
somit:  q  q^  =  W  ,  d,  h. : 

Das  Rechteck  aus  den  beiden  Brenn- 
strahlen eines  Kurven jjunktes  ist  gleich  dem 
Quadrat  des  konjugierten  Halbmessers. 
Die  Formel  9  wird  meist  ausgesprochen: 
Die  Ellipse  ist  der  Ort  aller  Punkte, 
für  welche  die  Summe  der  Abstände  von 
zwei  festen  Punkten  konstant  ist. 
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Der  Satz  giebt  die  mechanische  Erzeugung  der 
Kurve-,  man  schlingt  um  zwei  feste  Stifte  lose  einen 
Faden,  und  bewegt  eine  (einschneidende  oder  ab- 
färbende) Spitze  so  am  Faden  entlang,  dass  der  Faden 
stets  gespannt  bleibt.  —  Geometrisch  gestattet  der  Satz 
die  Konstruktion  beliebig  vieler  Kurvenpunkte  (es  ist 
nur  ein  Dreieck  zu  konstruieren  aus  der  Basis,  einem 
Basiswinkel  und  der  Summe  der  beiden  andern  Seiten). 
Man  schlägt  um  F  mit  2  a  einen  Kreis,  verbindet  einen 
beliebigen  Punkt  gc'  des  Kreises  mit  F'  und  F,  zieht 
zu  F^y*  die  Symmetrieaxe,  welche  Fy^  im  Kurven- 
punkte P  schneidet.  Diese  Axe  ist  die  Tangente  in 
P,  denn  da  sie  den  Aussenwiukel  des  Dreiecks  FPF^ 
halbiert,  so  ist,  wenn  sie  die  Hauptaxe  in  T  schnei- 
det F*T:FT  =  ()^:p  =  (a— xe):(a-|-xe),    und  somit: 

J-(FT  +  F'T)  (oder  xj  =  a^  x^  oder  x,x'  =  a'',  d.h. 

aber  nach  §  25  T  P  ist  die  Tangente.  Wir  haben  also 
die  Sätze : 

Die  Gegenpunkte  Eines  Brennpunkts 
in  Bezug  auf  alle  Tangenten,  liegen  auf  dem 
um  den  andern  Brennpunkt  mit  der  Haupt- 
axe geschlagenen  Kreise. 

Die  Fusspunkte  aller  Lote  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Tangeuten  liegen  auf 
dem  Hauptkreis. 

Diese  Sätze  geben  auch  eine  einfache  Konstruktion 
der  Taugeute  von  einem  Punkt  Q  ausserhalb  an  die 
Kurve;  man  schlägt  um  Q  mit  QF^  einen  Kreis, 
welcher  den  um  F  mit  2  a  geschlagenen  Kreis  in  q>^ 
und  y^j   schneidet,  so  sind  die  Symmetrieaxen  zu  F'^j' 
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bezw.  F'qp'i  die  Taugenten.  (Man  kann  auch  den 
Hauptkreis  benutzen). 

Wir  haben  auch  den  Satz : 

Die  Normale  in  P  halbiert  den  Winkel 
zwischen  den  zugehörigen  Brennstrahlen. 

Von  dieser  Eigenschaft  haben  die  Brennpunkte 
ihren  Namen,  das  leiseste  in  einem  Brennpunkt  ge- 
flüsterte Wort  wird  im  andern  vernommen. 


IX.  Abschnitt. 

Die  Hyperbel. 

§  28. 

Für  die  Hyperbel  war  e  >  1,  die  Konstruktion  von 

Kurvenpunkten     mittelst     des    Apollonischen    Kreises 

bleibt   bestehen,    sowie    die  Gleichungen    1  und  1'  der 

Ellipse.      Da    aber    yi — e^    imaginär,     so     setzen    wir 

i/e''— 1 1 

=  B    und   erhalten,    wenn    man    für  A  und  B 

e      ! 
sofort  a  und  b  schreibt 

Man  sieht,  die  Hyperbel  unterscheidet  sif'h  von 
der  Ellipse  nur  dadurch,  dass  b'^  durch  — b''  ersetzt  ist, 
d.  h.  b  durch  bi  und  sie  kann  als  Ellipse  mit  imagi- 
närer Nebeuaxe  angesehen  werden.  Alle  Sätze,  die 
wir  für  die  EllijDse  errechnet  haben,  bleiben,  abgesehen 
von  der  Verwandlung  von  b^  in  — b^  bestehen,  so  z.  B. 

2  2 

ist    a'  — b'    —  a'^ — b^    etc.     Genau  wie    die  Ellipse    als 
Abbild  des  Kreises  bei  Zusammendrückung  der  Ebene 
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gegea  die  Hauptaxe  im  Verhältnis  a :  b  betrachtet 
werden  kann,  kann  die  Hyperbel  als  Abbild  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  angesehen  werden,  d.  h.  der- 
jenigen, für  welche  a  =  b  ist;  deren  Geomötrie  ganz 
so    elementar    wie    die    des    Kreises    abgeleitet   werden 


Fig,  25. 


kann  (cf.  Milinowski :  Element. -Synth.  Geom.  der  gleichs. 
Hyp.) 

Entscheidend  für  die  selbständige  Behandlung  der 
Hyperbel  ist  die  grosse  gestaltliche  Verschiedenheit  und 
besonders  das  Auftreten  der  Asymptoten.  (S.  76). 
Zuerst  ist  klar,    dass  die  Kurve  (cf.  Fig.  2  5)    ganz 
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ausserhalb  (die  Ellipse  ganz  iunerlialb)  des  Parallelo- 
gramms (+  a  I  +  b) ;  (— a  ]  +  b) ;  (— a  |  — b)  ;  (+  a  |  — b) ; 
liegt;  auch  ganz  ausserhalb  des  Streifens  zwischen  den 
Geraden  x — a  =  0  und  x  +  a  =  0.  Die  Kurve  besteht 
aus  zwei  getrennten  Z  we igen  oder  Ae  st en,  die  sich 
symmetrisch  zu  beiden  Axen  ins  Unendliche  erstrecken. 
Die  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Y-Axe  verlangt  wieder 
einen  zweiten  Brennpunkt  F'  und  eine  zweite  Leitlinie 
L\  Die  Nebenaxe  schneidet  die  Kurve  in  zwei  ima- 
ginären (nicht  sichtbaren)  Punkten ,  da  wenn  x  =  0, 
y  =  +  1)  i  ist  (i  =  y — i) ,  man  kann  daher  eigentlich 
von  keiner  bestimmten  Länge  dieses  Durchmessers 
reden,  kommt  aber  überein,  2  b  als  die  Länge  desselben 
festzusetzen.  Die  Asymptoten  gehören  zu  den  beiden 
Schaaren  Gerader,  welche  mit  L,  also  auch  mit  der 
Y-Axe  AVinkel  w  bilden,  bestimmt  durch  sin  *w  =  e—^f 
und  daher  die  Kurve  im  Endlichen  höchstens  in  Einem 
Punkt  schneiden;  die  beiden  Winkel  w  ergeben  sym- 
metrisch zur  Y-Axe,  also  auch  zur  X-Axe,  liegende  Ge- 
rade; nennt  man  die  Winkel,  welche  sie  mit  der  X-Axe 
bilden,  go  und  V,  so  ist  cos' qp  bezw.  coa'' rp  =■  e—^,  d.  h. 

^'  .  ,     b 

tg  (f  =  tg  "V  =     .^  ;    wir    setzen    tg  qp  =  +  —    ;    tg  V  = 
a  a 

b  .  . 

.    Die  Gleichungen  der  Asymptoten  sind  also  von 

a 

X  y 

der  Form  — +   .    -j-  c.    Aus  1)  ergiebt  sich,  da  ja  für 

die    Asymptoten    gar    kein  Schnittpunkt    im  Endlichen 

liegen  darf,  c  =  0  (ebenso  aus  S.  76     2   \~i  =  0),  d.  h. 

also  u" :  V*  =  b" :  a'"    und    u    und  v  =  00  .     Die  Asymp- 
toten  sind  also  die  beiden  Geraden  der  Schaar,  welche 
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durch  M  gehen ,  und  in  welche  die  Diagonalen  des 
Parallelogramms  (-}-  a  |  +  b)  etc.  hineinfallen  (cf.  Fig. 
26).  Die  Asymptoten  sind  also  anzusehen  als  Tan- 
genten in  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  der  Hyperbel.  Man  sieht  aus  1*)  sofort, 
dass,  wenn  u  und  v  sehr  gross  sind,  1  gegen  die  linke 
kSeite  verschwindet,  so  dass,  wenn  u  und  v  über  jedes 


Fig.  26. 


Mass  gross,  1')  übergeht  in  a^  u^ — b^v''^=0,  d.h.  also 
die  Geraden  u  =  ao  ,  v  =  oo  ,  aber  u^ :  v^  =  b'"*  :  a^,  er- 
füllen die  Tangentengleichung.  Man  kann  auch  direkt 
aus  1)  sehen,  dass  wenn  x  (und  y)  sehr  wachsen,  1 
gegen  x*  und  y^  verschwindet,  so  dass,  wenn  x  (und  y) 

x'-*     y'^ 
über   jedes  Mass  wachsen,    1)  übergeht   in    -^ — p2^^0, 


d.  h.   aber 


f +{-)(- 


0,    d.    h.    also    die 
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Hyperbel  geht  im  Unendlichen    über  in  das 

a   ^  b 


X  y 

System    der    beiden    Geraden    2)     — [--=:0; 


X  y 

— ,— =0,  und  das  sind  die   Asymptoten.    Wir 

ab'  ■^      '■ 

haben  uns  den  Veidauf  so  zu  denken,  dass,  wenn  ein  Punkt 
vom  Scheitel  S'  aus  die  Hyperbel  durchläuft,  so  dass 
er  erst  auf  dem  rechten  oberen  Zweig  sich  be- 
wegt, er  im  Unendlichen  auf  die  Asymptote  der  Rich- 
tung q>  gelangt,  von  da  aus  in  den  linken  unteren 
Ast  gelangt,  zurück  zum  Scheitel  S,  auf  den  linken 
oberen  ins  Unendliche,  dort  die  Asymptote  der  Rich- 
tung V  trifft,  auf  ihr  in  den  rechten  untern  Ast 
zurück  nach  S  kommt:  Die  Hyperbelzweige  hängen, 
heisst  dies,  so  zusammen,  dass  im  Unendlichen  der 
rechte  obere  mit  dem  linken  unteren  zusammenhängt, 
und  im  zweiten  unendlich  fernen  Punkt  der  linke  obere 
Ast  mit  dem  rechten  unteren. 


Man  kann  das  A  symp  tote  np  a  ar  auch  ansehen 
als  eine  Hyperbel,  welche  der  ursprünglichen  ähn- 
liches Abbild  vom  Centrum  M  im  Grundverhältnis  0 
ist.     Die    Gleichung   der    ähnlichen  Hyperbel    für    den 

x'*       y* 
Massstab  S  lässt  sich  schreiben  -y  —  y^=^^  und  geht, 

x^       V^  /  X         y  \  /  X 

wenn  J  =  0,  über  in :  — ^  —  , -i  =  0  oder }-  -^  I  I  — 

'  ab''  \  a        b  /  \  a 

y  \                                      ,                                      .          .         X  y 

—  ,    ^0,    diese    Gleichung    spaltet    sich    in ^'vT 

X  y 

=  0  und        —   ,    "0,    und    stellt    daher    die    beiden 
a         b 
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Asymptoten  dar.  Damit  ist  gleich  bewiesen,  dass  jede 
Sehnenschaar  der  Hyperbel  auch  zwischen 
den  Asymptoten  von  ihrem  konjugierten 
Durchmesser  halbiert  wird  oder : 

Die  Abschnitte  jeder  Sekanten  zwischen 
Hyperbel  und  Asymptoten  sind  einander 
gleich. 

Da  für  ein  Paar  konjugiei'ter  Durchmesser  die  Be- 
ziehung gilt: 

3)  tg^tg^^=^'- 

und  sowohl  tg'go  als  tg-^  gleich        ^    ist,  so  fällt  in 

a 

jederAsymptote  einPaarkonjugierter  Durch- 
messer zusammen. 

Die  Axen  halbierea  die  Winkel  zwischen  den 
Asymptoten  und  es  ist  tgV  (bezw.  tg  ^i/^)  =  tgi9'tgi>'; 
also: 

Jedes  Paar  konju^iei'ter  Durchmesser  wird  durch 
die  Asymptoten  harmonisch  getrennt. 

Man  kann  dies  auch  ohne  Trigonometrie  sofort 
nachweisen.     Die  Gleichungen  der  Asymptoten  sind 

0  =  U,=y-x— ;  0  =  U,=y+x  — 

Die  eines  Paars  konjugierter  Durchmesser: 

Da  sie  alle  4  durch  M  gehen,    so  ist 

b   /l  +  /l\         „,         b  /l  4-  fi 
also  tg^=  ^(~^],tg{>'=~l     ^' 


a  \  1 — Ä  y  *=  a  \  1-.M 

und  weil  tg^tg^'  =  — ^~    muss /i  =  — ,«<  sein,  d.h.  aber 


a 
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die  4  Geraden  bilden  ein  harmonisches  Büschel  (nach 
§8).  Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  alle  Sehnen  zwischen 
den  Asymptoten  von  ihren  Durchmessern  halbiert 
werden,  also  auch 

Alle  Tangenten  werden  zwischen  den 
Asymptoten  im    Berührungspunkt  gehälftet. 

Die  Durchmesser  der  Hyperbel  bilden  also  eine 
Involution,  deren  Hauptstrahlen  die  Asym- 
ptoten sind,  auch  die  Durchmesser  der  Ellipse  sind,  wenn 
mau  je  einen  Durchmesser  um  die  kleine  Axe  klappt, 
harmonisch  zu  den  beiden  gleichen  Durchmessern  auch 
eine  solche  Anordnung  eines  Strahlenbüschels  heisst 
Involution,  die  erste  hyperbolische,  die  zweite 
Elliptische. 


Datg^  tg&' 


,  so    sind  0-   und  t>*    entweder 


beide  spitze  oder  beide  stumpfe  Winkel,  d.  h.  die 
positiven  Zweige  eines  Paares  konjugierter  Durchmesser 
liegen    stets  auf  derselben  Seite   von  +X  bezw.  +Y; 


Ist  |tg*|    <    — i,  so  ist  Itg^l  >  I  — 

a  a 


und 


V. 


wollen    aber    stets    die    Richtungswinkel     für    welche 

I  b 

itg »:  <  — 


mit  ^  und  die  andern  mit  &^  bezeichnen. 


Die  Bedingung,  dass  eine  Gerade  die  Hyperbel  schneide, 
ist  (S.  75)  a'- — ()r>0,  also  hier  u'-'a'^ — v'*b-<l<0, 
und  für  die  Geraden  durch  M  für  die  u  und  v  über 
jedes  Mass  gross,  geht  sie  über  iu  u' a" — v*  b*  <0,  d.h. 
I  u 


b 

V         a 


also: 


§  28.  125 

Xur  dieDurclimesser  der  Seh  aar  &  schnei- 
den die  Hyperbel. 

Die    Durchmesser    der  Schaar  d-^  schneiden    nicht 

in  reellen  Punkten,  sie  werden  von  der  anderen  Schaar 

durch    die    Asymptoten    getrennt,    und    es  ist  für  ihre 

cos^iS-' 
Endpunkte  x'  =  b'co3i>';  y=rb*sin^',  also: ^ 

Siu',^'  1  —1  ,  ,    ,  -r.         ,       , 

—  — Lö —  = -j — ^= — 5 —   ,  also    b'^/?r.     Es    haben 
b^  b  '  /S  '^ 

also    nur    die    Durchmesser    der    Schaar   ^    bestimmte 

Länge  2a\  wir  setzen  fest,  dass  die  anderen  die  Länge 

2  ß  haben.     Man  sieht  dass  die  Durchmesser  der  Schaar 

■&   die    Asymptotenwiukel    ausfüllen,    welche   von  der 

Hauptaxe    halbiert   werden,  in    denen   die  Hyperbel 

liegt,    während    die    Durchmesser    der    Schaar    i^'    die 

Winkel,    welche    von    der   Xebenaxe    halbiert    werden, 

ausfüllen.     Wächst  &  von  0  bis  q>,  so  nimmt  ^^  ab  von 

90  bis  (jp;  nimmt  ■d'^  zu  von  90  (genauer  90 -|- 0)  bis  xp 

so  nimmt  i?  ab  von  180  bis  tp.     Man  sieht  ferner: 

Die  Geraden,  welche  einen  Durchmesser 
der  So  haar  &  parallel  sind,  schneiden  beide 
Aesto  dorHyperbel;  die  Geraden,  welche  einem 
Durchmesser  der  Schaar^'  parallel  sind, 
schneiden  oder  berühren  nur  Einen  Ast  oder 
scheiden  gar  nicht. 

In  der  gleichseitigen  Hyperbel,  für  welche  e'^  =  2, 
und  b^a  ist,  stehen  die  Asymptoten  aufeinander 
senkrecht,  alli  Durchmesser  haben  gleiche  Länge,  i^ -|- 
d'  ist  90  oder  270  (im  Kreis  ^'— *^90). 

Trägt  man  auf  den  Durchmessern  der  Schaar  i>' 
nach  beiden  Seiten  von  M  aus  ihre   Halblängen  ß  ab, 
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80  erliiilt  mau  l*unkte,  für  welche  x*  =r  ^' cos"  d' ;  y"  = 
/3-sin'*i>',  sie  genügen  also  der  Gleichung 

X'      ■  y*  y2  ^2 

— 5 r^  = — 1   oder   -,-5 5=   1.      Diese     Punkte 

bilden  also  eine  Hyperbel,  für  welche  die  alte 
Hauptaxe  zur  Nebenaxe,  die  Nebenaxo  zur 
Hautaxe  geworden  sind,  sieheisstdiek  onju  gierten 
Hyperbel,  liegt  ganz  im  Nebenwinkelraum  180 — 2  q> 
die  Figur  2G  stellt  sie  punktiert  dar,  ihre  konjugierten 
Durchmesser  sind  dieselben,  wie  die  der  Schaar  d-\  die 
Nebendurchmesser  der  gesebenen  sind  zu  schneiden- 
den,  zu  Haup  t  du  rch  m  esse  rn  geworden,  und  um- 
gekehrt; die  Beziehung  ist  eine  gegenseitige.  Die  Brenn- 
punkte behalten  ihren  Abstand  von  M,  da  a"  e'^  r^  a'  -|-  l^" 
ist,  sich  also  durch  Vertauschung  von  a  und  b  nicht 
ändert.  Die  Sätze  über  die  ein-  und  umgeschriebenen 
Parallelogramme  der  Ellipse  behalten  ihre  Giltigkeit, 
wenn  man  die  Endpunkte  der  Nebendurchmesser  durch 
die  betreffenden  Punkte  der  konjugiertenHyperbel 
ersetzt. 

Die  Brennpunktseigenschaften  ändern  sich  gegen 
die  der  Ellipse  nur  insofern,  als  z.  B.  für  den  ersten  Ast 
()'==xe— a;  p  =  xe-|-a;  also  p' — (>  =  2a,  d.  h. : 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Differenz  der 
Brennstrahlen  konstant. 

Im  übrigen  bleiben  die  Sätze  des  §  27  bestehen, 
nur  halbiert  die  Tangente  den  nach  der  Kurve  ge- 
richteten Winkel  der  Brenustrahlen. 
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§  29.  Quadratur. 

„.  Transformiert  man  die  Hyperbel  auf  die  Asym- 
ptoten als  Axen,  und  so  dass  als  +  S!'  der  rechte  untere 
Strahl  der  Asymptoten,  und  als  +  Y^  der  rechte  obere 
Strahl  dient,  so  ist  in  den  Formeln  der  §  13  a  gleich 
360 — y,  ß  gleich  (p  zu  setzen,  somit: 

COS'qp 

x  =  (x'  +  y')cos^;     y  =  (y'  — x')  singp,    und    da       ^,    . 

,  so  ergiebt  sich  aus   1 


als  Grieichung  der  Hyperbel ,  bezogen  auf  die  Asym- 
ptoten als  Axen;  es  ist  die  denkbar  einfachste  Gestalt 
einer  quadratischen  Form,  und  da  c^  sin  2(p  so  gut  kon- 
stant ist  wie  c" ,  so  sagt  sie  aus : 

Zieh  tmandurcheinenPunkt  der  Hyperbel 
dieParallelen  zu  denAsymptoten,  so  seh  Hessen 
sie  mit  den  Abschnitten  auf  den  Asymptoten 
Parallelogramme  von  kons^tantemlnhalt  ein. 

Da  der  Berührungspunkt  jeder  Tangente  zwischen 
den  Asymptoten  in  der  Mitte  liegt,  so  kann  man  auch 
sagen : 

Jede  Tangente  schneidet  von  dem  Asym- 
ptotenwiukel  ein  Dreieck  von  konstantem  In- 
halt ab. 

Da  das  Dreieck  einer  Scheiteltangente  die  Fläche 
ab  hat,  so  haben  alle  diese  Fläche,  und  man  sieht  ohne 
Rechnung,  dass  c'^  sin  2  gp  =  '  ^  ^  ^* 

Man  kann  auch  sagen: 
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Bewegt  sich  eiue  Gerade  so,  dass  sie  von 
einem  festen  Winkel  ein  Dreieck  von  festem 
Inhalt  abschneidet,  so  umhüllt  sie  eine  Hy- 
perbel. 

Da  die  ganzen  Parallelogramme  flächengleich  sind, 
so  sind  auch  ihre  Hälften  gleich,  d.  h.  also  die  Drei- 
ecke MRC  und  MAP  und  M  B  Q  (Fig.  27)  sind 
flächeiigleich. 


Damit  folgt  der  Satz : 

Der  Hyperbelsektor  ]\IPR  ist  flächen- 
gleich dem  Flächenstück  zwischen  seinem 
Bogen,  der  einen  Asymptote,  und  den  Paral- 
lelen durch  die  Endpunkte  des  Bogens  zur 
andern  CRPA. 

Dies  Flächenstück  bezeichnen  wir  als  Hyperbel- 
trapez T. 
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129 


(^u  a  d  r  a  t  u  r  d  e  s  H y  p  e r  b e  1 1  r  a  p  e  z  e  s  u  n  d  S ekto rs. 
(Fig.  27.) 


Es  sei  MA  =  a,  M  B  =  ^,  A  B  =  ^— a  =  d ; 

Man  denke  sich  A  B  in  n  gleiche  Teile  geteilt, 
die  Teilpunkte  seien  Aj,  A^  etc.,  die  Abscissen  MA^ ; 
MA.,  etc.  seien  x^,  x.,  etc.,  die  zugehörigen  Ordinaten 
y, ,  y.^  etc.,  und  die  Kurvenpunkte  Pj,  P^  etc.  Da  die 
Abscissen  x  von  A  nach  B  beständig  wachsen,  und 
xy  =  c^,  so  müssen  die  Ordinaten  bestäudig  fallen. 
Der  Inhalt  jedes  Hyperbeltrapez,  z.  B.  des  kten,  liegt 
zwischen  den  Parallelogrammen  aus  Strecke  Aj^.  i  A^  und 
yk_i  bezw.  A];_i  A^  und  yij.  Sei  Tk  das  Trapez,  so 
haben  wir 

d     .  ^  d     . 

yk-i        siu2y>Tk>    yk^siu2y; 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebeuo.  9 
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somit    raiiss    es    im    Innern    von    Ti{    einen    Punkt    Qk 

f  d 

I   (|k|^k)  geben,  so  dass  rjk  —  sin2(p  =  Tk  ist. 

Wird  die  Anzahl  n  ins  Grenzenlose  vermehrt,  so 
fallen  A^^i  und  Au,  yu— i  undyt  mehr  und  mehr  zu- 
sammen, schliesslicli  ist  es  erlaubt,  jeden 
Zwischen  wert  zwischen  y^  und  yk— i  als  t^^  zu 
brauchen.  Es  ist  aber  sowohl  yk  =  c*Xk~*  als  tj^ 
=  c*  |k~^  und  somit  ist 

n  n    c^     d  n     d 

T  =  ^Tk  =  ^> sin  2  «)  =  c' sin  2«) -5" — . 

1  1   §k    n  ^  ^  1  u  |k 

Wir  behaupten  nun,  dass,  wenn  wir      ,    =  log  —    - 

setzen,  l'k  stets  zwischen  Xk— i  und  Xk,  und  somit  auch 
i^k    zwischen    y^    und    yk-i    fällt.       Es    ist    Xk  :  x^— i 

=  1  +  n„+(Liyd  ==  1  +  ^'  ""^'^  ^°°  Xk -1 = ^°°  (^+') 

z^       z^ 
=  z  —  ~^"l~^'  •  •  *'so  log  (1  +  z)   kleiner   als  z,    also 

d  ,  d 

|k  grösser  ^^;   |k  >  «  +  (k— 1)    ^^  ;  ^k  >  xk-i- 

Andrerseits  ist  log  (1 -)- z)  grösser  als  z  —  ^-,  also 

erst  i*echt  grösser ,-^  i  oder   z',    wenn  n  «  -[-  k  >  2, 

°  n  a  +  k  d  '  '  ' 

d.  h,   a    merklich    von   0    verschieden,    also    ^k    kleiner 

d  ^     d  ,  ,     . 

— >  ^k  z  a  -f-  k  —  ;   I  k  kleiner  Xk. 

Damit    ist    bewiesen :     setzt    man        ^    =  log 

"5k  Xk_t 

und  ist  n  hinlänglich  gross  und  «  von  0  merklich  ver- 


§  30.     Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.       131 

schieden,  so  Hegt  rjk  zwischen  yk  und  yk_i.    Lässt  man 
nun  n  unendlich  werden,  so  ist 

1  Tk  =  c^  sin  2  q>  (log  ^  +  log  ^  +  log  1^  +  .  . 

log  -^]  =  c^  sin  2«,  log  -^  =  T. 

Wir  haben  das  wichtige  Resultat: 
Das  Hyperbeltrapez  ist  gleich  dem 
halben Re chteck  aus  den  halben  Hauptaxen 
multipliziert  mit  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen der  Abscissen  oder  Ordinaten  der 
Endpunkte. 

Der     Hyperb  elsect  or      ist      gleich      dem 

t     halben  Rechteck  aus  den  halben Hauptaxen 

(     multipliziert   mit    der   Differenz    der  Loga- 

i     rithmen  der    Projectionen    der    Radien    auf 

die    eine    Asymptote     in    der    Richtung     der 

anderen. 

§  30.  Die  Sätze  von  Pascal  und  Briauchou. 

Setzt  man  in  die  Ortsgleichung  1  der  Kegelschnitte 
die  Koordinaten  eines  beliebigen,  also  im  Allgemeinen 
ortsfremden  Punktes  P  1   (x  j  y)  ein,  so  heisst  der  "Wert 

von  P  F^-e^  P  A^  =  (x-a)^  +  (y-b)^  -  -^4^. 

K^  +  Voj-i)* 

die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Kurve  1, 
und  werde  mit  K  (p),  auch  blos  mit  K  bezeichnet. 

Legt  man  durch  P  irgend  eine  Sehne,  welche  die 
Kurve     (reell     oder     imaginär)     in     den     Punkten    G 
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('^ilyi)  ii"(l  D      (x.J  y.^)  schneidet,  und  macht  P  zum 

Nullpunkt   und    V  C    zu    +  X,  so    ist   P  C  .  P  D  =  x^  x^ 

=  r  :  ()  (§  19  Seite  83). 

Da   y  =  cr>,  so  ist  z  :  q^  (1 — ^(a^  -}-  b*) )  :  (u^'^ — y) 

(a2_j_b^— y-i)       ^  .  .  ,        ,  1 

—  Erinnert    man    sich ,    dass 


=  ^j^'^  =  P  A"  ist,  sowie  dass  a'^ -|- b^  =  PF",  so  ist 

_  PF"— e^PA"  _        K(P) 
1)    ^x.2-   i_„^2g2^2   -  i_e2  sin'^  w 

wo  w  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Leitlinie  L  mit 
PC  bildet.     Wir  haben  den  Potenzsatz: 

Das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  aller 
durch  denselben  Punkt  P  gehendenSehnen 
ist  gleich  der  Potenz  des  Punktes  P,  raulti- 
liliziert  mit  einem  Faktor,  der  nur  von  der 
Sehne  als  gerader  Linie  abhängt. 

Ist  |PF|  >  e  |P  A|,  so  sagt  man,  P  liegt  ausserhalb 
der  Kurve,  dann  ist  K  (P)  positiv,  C  und  D  liegen, 
wenn  reell,  an  derselben  Seite  von  p,  ist  K  (P)  nega- 
tiv, so  liegt  P  zwischen  C  und  D5  x^  x^  ist  negativ. 
Für  den  Kreis  wird  x,  x^  =  P  F* — r^^^MP^ — r",  ist 
also,  wie  bekannt,  für  alle  durch  P  gehende  Sehnen 
konstant.     Für  die  Parabel  ist  e  =  1,  somit 

1)  'P  C .  P  D  --      ^^—  =  ^^  ,.     Es  war  aber  (§  23 
^  cos   w       sin''  ß  *^ 

S.  103)  sin^  ß  --=  ^\ ,  also  P  C  .  P  D  =  ^'  — .    Es  ist  aber 
P  P 

leicht  zu  zeigen,  dass,   wenn  S  der  Scheitel  des  durch 

P    gehenden    Durchmessers,  also    SA  =  SF   ist:    PF^ 
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— PA''  =  K(P)  =  2pp",    wo    p"  =  PS    (also    positiv, 
wenn  P  ausserhalb),  also 

PG.PD  =  2p'p'', 
wie  sclion  im  Abschnitt  VII  §  24  bewiesen ;  wir  haben 
dazu  den  Satz: 

Die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  Parabel  ist  gleich  dem  doppelten  Pro. 
dukt  aus  dem  Parameter  der  Kurve  und  dem 
Abstand  des  Punktes  vom  Scheitel  seines 
Durchmessers. 

Bezeichnet  d-  wieder  den  Winkel  des  der  Sehne 
parallelen  Durchmessers  mit  der  Hauptaxe  der  Ellipse 
oder  Hyperbel,  so  ist  sin"  w  =  cos^  i?,  und  somit  für 
die  Centralkegelschnitte : 

^„_       K(P) 

Es  ist  aber  1 — e^cos*i9'  bezw.  e^cos^^ — 1  nach  5) 
§  26  gleich  b'^  a^—^,  wo  a^  den  Halbmesser  bezeichnet, 
welcher  der  Sehne  CD  parallel  ist;  also  für  die  Ellipse: 
_   K(P)ai^ 

Zieht  man  durch  P  den  Durchmesser,  der  die 
Kurve  in  C^  und  D'  schneidet  und  bezeichnet  PC^ 
mit  Ij   und  PD^  mit  |^,  so  ist 

K  (P)  C  M^ 

|CMj  =|DM|   werde  mit  i»  bezeichnet,    so  ist  ^^  ^^  ^= 
PM'^ — p'-*=d^ — p",  und  somit 


'     ■=  p^ 

Diese    Formel   gilt    auch  für  die  Hyperbel ;    also  : 
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Das  Produkt  aus  den  Abschnitten  einer 
durch  den  Punkt  P  gehende  Sehne  eines 
Centralkegelschuitts  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  den  Abschnitten  des  zu  P  gehörigen 
Durchmessers  multipliziert  mit  dem  Ver- 
hältnis der  Quadrate  des  der  Sehne  paral- 
lelen und  des  zu  P  gehörigen  Durchmessers. 

Die  Rechtecke  aus  den  Abschnitten  aller 
durch  P  gehenden  Sehnen  verhalten  sich  wie 
die  Quadrate  der  den  Sehnen  parallelen 
Durchmesser. 

Das  Verhältnis  dieser  Ke  ch  te  cke  bleib  t 
ungeändert,  wenn  die  Sehnen  parallel  ver- 
schoben werden. 

Diese  Sätze  gelten  auch  für  die  von  P 
gezogenen  Tangeuten  (ohne  Rücksicht,  ob  P 
aussen  oder  innen  liegt). 

Das  Wesentliche  ist,  dass  das  Rechteck  aus  den 
Abschnitten  aller  durch  P  gehenden  Sehnen  s  die  Form 
hat  y  (P)  f  (s)  wo  die  Funktion  (p  allein  vom  Punkt 
P,  die  Funktion  f  allein  von  der  Sehne  als  Geraden 
abhängt. 


Seien  (Fig.  28)  A,  ;  A, ;  A3;  A^;  A, ;  A,  irgend 
6  Punkte  eines  Kegelschnittes,  es  werde  für  dieselben 
eine  bestimmte  Reihenfolge  z.  B.  die  angegebene  fest- 
gesetzt und  die  Punkte  in  dieser  Reihenfolge  zu  einem 
Sehnensechseck  verbunden.  Es  werden  Punkte  ,  deren 
Index  um  3  verschieden  ist,  als  Gegenpunkte  bezeichnet, 
wobei  6  =  0  gesetzt  wird,  also  Ae+s  =  A3,  A5-1-3  =  A, 
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etc.  Seiten,  deren  Ecken  paarweise  Gegenpunkte  sind, 
also  Ag  Aj  und  A3  A^ ;  A^  A.^  und  A^  A.  ;  A,  A3  und 
Aj  Ag  heissen  Gegenseiten.  Der  Schnittpunkt  eines 
Paares  Gegenseiten  heisst  Hauptschnittpunkt.  Ent- 
sprechend ist  die  Bezeichnung  wenn  mau  statt  von  6 
Punkten  von  6  Geraden  aj  .  .  a^  ausgeht,  dann  heissen 
die  Verbindungsgeraden  eines  Paares  von  Gegenpunkten 
Hauptdiagonaleu. 


A 


Fig.  28. 

Wir  betrachten  irgend  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
drei  nicht  in  einer  Ecke  zusammenhängende  Seiten 
des  Sehnensechsecks  sind  wie  Ag  A^ ;  A,  A3 ;  A^  A. ;  es 
sei  UVW. 

Für  dieses  Dreieck  ist   jede  der  3  übrigen  Seiten 

eine  Transversale  und  daher  nach  dem  Menelaos  (§  8.  S.42). 

UA^  .VA,  .WP  =  WA^  .IJA^.VP 

UR.VA3.WA^  =  Wß.UA3'.VA, 

UA,.VQ.WA.=WAg.TJQ.VA5 

Multipliziert  man  diese  3  Gleichungen  und  benutzt 

den  Potenzsatz,  wonach  z.  B.  U  A^  U  A^ .  =  9p  ("11) f  (A^  A^) 
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<-> 
und  U  A,  .  U  A3  =  y  (U)  f  ( A.^  A3),    so  heben  sich  alle  3 

Faktoren  q>  und  alle  3  Faktoren  f  und  man  hat 

3)  UIl.VQ.WP  =  WR.UQ.  VP 
d.  h.  nach  der  Umkehr  des  Menelaos: 

DieSHauptschnittp unkte  eines  Sehnen- 
sechsecks eines  Kegelscliuitts  liegen  in 
Einer  Geraden. 

Dieser  Hauptsatz  heisst  nach  seinem  Entdecker  der 
Pascal'sche  Satz,  (kurz:  der  Pascal);  Pascal  soll 
aus  ihm  über  400  Folgesätze  hergeleitet  haben,  und 
gründete  auf  ihn  die  ganze  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

Der  französische  Artilleriekapitän  Brianchon  wandte 
auf  den  Pascal  180G  die  damals  gerade  durch  Poncelet 
eingeführte  Polarisation  (cf.  §  19)  an,  und  erhielt  sofort 
den  nach  ihm  benannten  dualen  Satz  zum  Pascal  den 
Satz  des  Brianchon: 

Injedem  Tangente  nsechseck  eines  Kegel- 
schnitts schneiden  sich  die  drei  Hauptdia- 
gonalen in  Einem  Punkt. 

Sein  Beweis  beruht  darauf,  dass  wenn  der  Kegel- 
schnitt selbst  als  Polarisationskurve  benutzt  wird,  die 
Polaren  von  Aj  bis  A^  die  Tangenten  a^  bis  a^  in  A^ 
bis  Ag  sind.  Die  Ecken  des  Tangentensecbsecks 
sind  die  Pole  zu  den  Seiten  des  Sehnensechsecks,  die 
Hauptdiagonalen  jenes  die  Polaren  zu  den  Hauptschuitt- 
punkten  dieses,  und  wenn  die  Pole  in  Einer  Geraden 
liegen,  so  schneiden  sich  (§  19)  die  Polaren  in  Einem 
Punkte. 

Die  Gerade  PQE,  der  Fig.  28  heisst  Pascals'che 
Gerade,      der     Schnittpunkt     der     Hauptdiagoualen 
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B  r  i  a  n  ch  0  n  '  s  ch  e  r  Punkt.  Die  sechs  Punkte  bezw. 
Tangenten  gestatten  G  !  ^=  720  verschiedeae  Anordnungen, 
da  aber  das  Sechseck  (bezw.  Sechsseit)  sich  durch 
cyclische  Vertauschung  seiner  Ecken,  d.  h.  eine  solche, 
bei  der  jeder  Punkt  seine  Nachbarn  behält,  sich  nicht 
ändert,  und  ebensowenig,  wenn  man  die  ganze  Folge 
umkehrt,  d.  h.  das  Sechseck  rückwärts  durchläuft,  so 
ergeben  die  6  Punkte  60  Pascal'sche  6-Ecke  und  damit 
60  Pascal'sche  Geraden  und  die  6  Tangenten  60  Brian- 
chou'sche  Punkte. 

Die  Folgerungen  aus  Pascal  und  Brianchon  finden 
sich  zusammengestellt  in  ßeye's  Geometrie  der  Lage 
7.  Vortrag;  Spezielle  Fälle  haben  wir  schon  im  §  19 
gegeben,  wenn  zwei  oder  drei  Paar  Punkte  zusammen- 
fallen, also  das  Sechseck  zum  Viereckbezw.  Dreieck  wird. 
Zunächst  sind  die  Sätze  umkehrbar: 

Ist  ein  Sechseck  ein  Pascal'sches  bezw. 
Brianchon 's  ches,  so  liegen  seine  6  Ecken 
(Seiten)  auf  (an)  Einem  Kegelschnitt. 

Der  Beweis  beruht  darauf,  dass  die  Gleichungen 
1  und  2  je  5  Konstanten  enthalten,  welche  durch  die 
Koordinaten  von  5  Punkten  bezw.  5  Geraden  generaliter 
linear  bestimmt  sind.  Einen  eigentlichen  Kegelschnitt 
erhält  man  nur,  wenn  keine  3  Punkte  in  Einer  Geraden 
liegen. 

Die  beiden  grossen  Sätze  gestatten,  wenn  5  Punkte 
bezw,  5  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gegeben  sind, 
den  6.  Punkt  bezw.  die  6.  Taugente  mit  dem  Lineal 
zu  konstruieren,  und  damit  alle. 

Man  hat  z.  B.  für  die  erstere  Aufgabe  nur  nötig 
Aj  Ag    und  A^  A^  zum  Durchschnitt  in  Q  zu  bringen, 
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(lurcli  (^  eine  beliebige  Gerade  (als  Pa.scal'sclie)  zu 
zielieu,  -^"^a -^i  schneidet  sie  in  PjjA^A.,  in  R,,  dann 
schneiden  sich  A,  P  und    A^  E,  in  Ag    auf  der  Kurve. 

Eben30  liisst  sich  mit  dem  Lineal,  wenn  5  Punkte 
gegeben  sind,  in  Einem  von  ihnen  z.  B.  Aj  die  Taugente 
koustruiereu  bezw.  wenn  5  Tangenten  gegeben  sind, 
auf  Einer  von  ihnen  z.  B.  a^  der  Berührungspunkt  finden. 
Man  braucht  nur  Aj  .  .  .  A.  als  Pascal'sches  Sechseck 
zu  betrachten,  bei  dem  A^  und  A^  zusammenfällt,  bezw. 
a^  .  .  a.  als  Brianchon'sches.  Man  kombiniert  A,  A^ 
und  A^  A.  zuQ,  A3  A^  und  A^  —  ^Aj  zu  P,  P  Q  schneidet 
A2  A3  in  ß,  so  ist  ß  Ag  die  Tangente. 

Man  kann  auch  4  Punkte  geben  und  die  Tangente 
in  Einem  von  ihnen,  oder  3  Punkte  und  die  Tangenten 
in  zweien  bezw.  4  Tangenten  und  den  Berührungspunkt 
auf  Einer  etc. 

Dass  der  Kreis  schon  durch  3  Punkte  bestimmt 
ist,  liegt  daran,  dass  alle  Ki'eise  (§  16)  durch  dieselben 
beiden  uueudlich  fernen  imaginären  Punkte  gehen, 
ebenso  ist  bei  der  Parabel  stets  Ein  Bestimmungsstück 
die  unendlich  ferne  Gerade  als  Taugente  gegeben. 


§  31.  Die  Kcfjelschnitte  als  Schnitte  des  Kegels. 

Schon  Apollouius  v.  Pergae  (etwa  250  v.  Chr.)  hat 
die  Kegelschnitte  unter  dem  gemeinsamen  Gesichtsijunkt 
der  Schnitte  eines  Kegels  durch  eine  Ebene  aufgefasst, 
und  diese  Auffassung  ward  die  Grundlage  der  projektiven 
Geometrie  Poncelet's. 

ASB  sei  der  Hauptschnitt  eines  beliebigen  Krei.s- 
kegels    mit    der    Spitze  S,  d.  h.  der    Schnitt    durch  S 
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und  die  Mitte  des  Gruudkreis,  welcher  auf  der  Ebene 
des  Grundkreis  senkrecht  steht.  Es  werde  durch  den 
Kegel  ein  Schnitt  senkrecht  zur  Ebene  ASB  und 
parallel  SB  geführt  (Fig,  29);   durch  einen  beliebigen 


Fig.  29. 

Punkt  P  der  Schnittkurve  werde  die  Parallelebene  zum 
Grundkreis  gelegt,  welche  SA  in  A,  S B  in  B  und  den 
Kegel  in  dem  Kreis  AP  BP'  schneidet.  Es  steht  als- 
dann PDP'  als  Schnittgerade  zweier  Normalebeuen 
auf  ASB  senkrecht.  PD  werde  mit  y,  OD  mit  x, 
AD  mit  x'  bezeichnet,  <^SAB  =  a,  <ASB  =  o', 
alsdann  ist  nach  dem  Potenzsatz:  y^=x'DB,  aber  DB 
ist  konstant  und  als  Parallele  zwischen  Parallele  gleich 
der  durch  0  zu  AB  gezogenen  Parallele  OQ  (gleich  b) 
somit  x' :  X  =  sin  (7 :  sina,  also 


=  xb 


2  px 


sin  « 
d.  h.  die  Schnittkurve  ist  eine  Parabel. 

0  ist  der  Scheitel,  den  Brennpunkt  findet  man, 
wenn  man  in  Q  an  OQ  Winkel  a  anlegt,  sodass  der 
freie  Schenkel  OD  in  G  trifft,  die  Mitte    von  OG  ist 
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F.  Ist  der  Kegel  ein  Rotations-  oder  Gerader  Kegel, 
80  ist  F  der  Fusspunkt    dos  von  Q  auf  OD    gefällten 

Lothes.     Dann    ist    0S=  — . d.  h,  der  Ort  von 

1  — cos  ff 

S  ist,  wenn  die  Parabel  gegeben  ist,  eine  Parabel,  deren 
Brennpunkt  0  ist,  deren  Parameter  p  und  die  in  der 
Ebene  liegt,  welche  durch  die  Axe  der  Parabel  senkrecht 
zur  Parabelebene  gelegt  ist. 

Sei  jetzt  (Fig.  30)  OPO'Q'  eine  Ebene  senkrecht 


zum    Hauptschnitt    ASB,     welche     alle     Kegelkanten 

schneidet.     [Man  erhält  sie,  indem  man  in  S  auf  ASB 

das  Loth  errichtet,  durch  S  eine  Gerade  y  im  Aussen- 

raum  des  Kegels  zieht,  durch  S  und  y  die  Ebene  legt 

und    zu    ihr    irgend     eine    Parallele     konstruiert.]     Es 

werde    noch  Winkel  OO'S  mit  0',    und  AOD  mit  0, 

ABS  mit  ^,  0  0'  mit  2  a  bezeichnet.     Dann  ist  wieder 

,  „  ^  x'  sinO  BD  sinO' 
y''  =  x'  BD;  —  =  — r— ;  -7. rn^  =  — ^^ — r- 
*'  '    X         sin  a  '     O'D         sin/? 
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somit 

,    sinOsinO^ 

y'  =  X  (2  a— x)  -—. : • 

*'  ^  ^     sm  a  sin  ß 

Der  Faktor  von  x(2a — x),  kurz  d-,  ist  a)  konstant, 

b)  kleiner  als  1,    da    er  sich  (durch    Erweitern    mit  2 

und  Anwendung  der  Formel  2  sin  x  sin  y  =r  cos  (x — y) — 

cos^x  +  y)    auf    die    Form  -; — ; — bringen  lässt.  Damit 

\      \  JJ  1  _|_^  => 

ist  bewiesen :  Die  Schuittkurve  ist  eine  Ellipse,  deren 
grosso  Axe  00'  ist,  denn  aus  dem  Potenzsatz  des  vorigen 
Paragraphen  folgt  unmittelbar   die    sogen.    Scheitel- 

b- 
gleichung  der  Ellipse  y^  =  x(2a — 'x)  ^ 

Wörtlich  ist  der  Beweis  für  die  Hyperbel  derselbe, 
nur  dass  die  Schuittebene  parallel  einer  in  den  Kegel- 
raura  eindringenden  Ebene  geführt  wird,  welche  aus 
dem  Kegel  zwei  symmetrisch  za  S  B  (u.  S  A)  gelegene 
Kanten  ausschneidet,  welche  die  Richtungen  der  Asymp- 
toten geben. 

Ist  der  Kegel  ein  gerader  Kreiskegel,  so  ist 

2  sin  0  sin  0^ 

^    =  .    .    „ da  a  und  ß  gleich  sind,  oder:  c 

2  sin-«  ° 

cos  (0—0 ')— cos  (0  +  0 ')    _  cos  CT  —  cos  (0  +  0 ') 
■0"  = 


2  sin'"  a  2  sin'' 

CT 


0  —  0'=:  CT    (0  ist    Aussenwinkel)  a  =  90 — — ,    sin« 

ff 
cos  — 


2  cos'  — — 1— cos(0+0')  1  -f  cos  (0  +  0' 

i>= =1- 


2  ccs'*  —  2cos'  — 
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(0  +  0')  \ 


^=1—1  — 


(0-0') 


Zieht    man   durch  0  wieder    zu  AB    die  Parallele 
OQ,  so  ist   QO'  =  SO'-SO.     Winkel   Q0  0'  =  90— 

(0  +  0') _.  (T 

2 


cos 


Winkel  OQO'  =90 
(0  +  0') 


also 


cos 


(0-0') 


SO'— SO 
"2^ 


=  e;  ^=1- 


y^  =  x(2  a — x)  -5^  wo  0  0'  =  2  a  und  b^  =  a" — a^e'  und 

£t 

2ae  =  S0'— SO. 

Also  der  Abstand  der  Brennpunkte^  die  doppelte 
lineare  Excentricität  der  Ellipse  ist  gleich 
der  Differenz  der  Abs  tände  der  Scheitelvon 
der  Spitze  des  Kegels.  Bei  der  Hyperbel  tritt 
an  Stelle  der  Differenz  die  Summe. 

Wir  haben  die  Sätze : 

DerOrtder  Spitzen  aller  Ilotationskegel 
auf  denen  eine  gegebene  Ellipse  (Hyperbel) 
liegt,  ist  eine  Hyperbel  (Ellipse),  deren 
Hauptaxe  gleich  der  doj^pelten  gegebenen 
linearen  Excentricität  ist,  deren  Brenn- 
punkte die  Scheitel  der  gegebenen  Kurve 
sind,  und  welche  in  der  Ebene  liegt,  welche 
in  der  Hauptaxe  aufder  gegebenen  senkrecht 
steht. 
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Da  die  Parabel  sowohl  Grenzfall  der 
Ellipse  als  der  Hyperbel,  so  folgt  der  für 
die  Parabel  bewiesene  entsprechende  Satz 
liier  ohne  ßechnuntr. 


X.  Abschnitt. 

Höhere  Kurven. 

§  32.  Deflnitioii  der  Tangenten,  Doppelpunkte  etc. 

Alle  Kurven,  deren  Gleichungen  in  Puukt-  oder 
Linienkoordinaten  nicht  vom  ersten  oder  zweiten  Grade 
sind,  fasst  man  zusammen  unter  dem  Namen  „höhere 
Kurven".  Schon  von  den  Kurven  3.  Grades  giebt  es 
über  100  Arten.  "Wir  werden  uns  daher  auf  eiuige 
Beispiele  höherer  Kurven  beschränken. 

Zuvor  sind  einige  Begriffe  festzulegen;  vor  allem 
der  der  Tangente.  Für  die  Kurven  2.  Grades  genügt 
es  zu  sagen,  die  Tangente  ist  die  Gerade,  welche  mit 
der  Kurve  nur  Einen  Punkt  gemeinsam  hat ;  dazu  war 
nötig,  dass  die  beiden  gemeinsamen  Lösungen  der 
Gleichungen  der  Geraden  und  der  Kurve  in  Eine  zu- 
sammenfielen. Man  kann  auch  sagen,  die  beiden 
Lösungen  haben  einen  verschwindenden  Unterschied. 
Hieran  anknüpfend  definieren  wir  Taugente  im  Punkte 
P  der  Kurve,  als  eine  Gerade,  welche  mit  der  Kurve 
ausser  P  noch  einen  P  unendlicli  nahen  Punkt  gemein- 
sam hat,  der  also  für  die  Anschauung  mit  P  zusammen- 
fällt. Da  die  Gleichung  der  Geraden  nur  2  Konstanten 
enthält  und  die  Bedingung,  durch  P   1  (x^  [yjzu  gehen 
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scliou  eine  Relation  zwischen  den  Koordinaten  der 
Linie  giebt,  so  giebt  die  Forderung  auch  noch  durch 
einen  zweiten,  p  unendlich  nahen  Punkt  zu  gehen,  eine 
zweite  Relation,  durch  welche  im  Allgemeinen  die 
Linienkoordinaten  bestimmt  sind,  ausser  wenn  die  zweite 
Relation  identisch  erfüllt  ist.  Im  Allgemeinen  haben  also 
selbst  die  transcendenten  Kurven  (deren  Gleichung  als 
von  unendlich  hohem  Grade  angesehen  werden  kann)  in 
einem  beliebigen  Punkt  P  nur  Eine  Tangente.  Im  beson- 
deren kann  die  Eine  Tangente  in  P  mit  der  Kurve  nicht 
blos  zwei  zusammenfallende  bezw.  unendlich  benachbarte 
Punkte  gemeinsam  haben,  sondern  drei  und  mehr ;  ist 
diese  Anzahl  eine  ungerade,  so  heisst  die  Taugente 
eine  Wende-  oder  Inflexions-Tangente  und  der  Punkt 
P  ein  Wendepunkt  oder  Inflexionspunkt,  da 
in  diesem  Falle  die  Kurve  ihre  Tangente  in  P  durch- 
schneidet. —  Gewöhnliche  Wendepunkte  (bei  denen 
3  und  nicht  mehr  unendlich  nahe  Kurvenpunkte  in 
Einer  Geraden  liegen)  giebt  es  bei  jeder  Kurve  von 
höher  als  den  2.  Grad. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  die  Kurve 
in  P  unzählig  viele  Tangenten  hat,  dass  jede  Gerade 
durcli  P  die  Kurve  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten 
schneidet;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Kurve  sich  selbst  in 
P  schneidet,  eine  sogen.  Schleife  bildet.  Dass 
dann  in  P  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  zu- 
sammenfallen, sieht  man  ein,  wenn  man  die  beiden 
Zweige,  welche  sich  in  P  durchschneiden,  unendlich 
wenig  von  einander  entfernt,  den  Knoten  in  P  durch- 
schneidet. 

Der  Punkt  P  zählt  dann  doppelt,  P  heisst  daher 
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Doppelpunkt,  und  analog  ist  die  Erklärung  von 
Dreifachen  etc.  Punkten.  Die  beiden  Zweige,  im  Doppel- 
punkt P,  welche  die  Schleife  bilden,  haben  dann  jeder 
einzeln  in  P  eine  Tangente,  welche  P  mit  einem  un- 
endlich nahen  Punkt  auf  dem  Zweige  verbindet,  diese 
beiden  Tangenten  heissen  die  Haupttangenten;  für 
jege  einzelne  zählt  P  nur  einfach,  so  dass  die  Haupt- 
tangenten nicht  notwendig  auch  Wendetangenten  sind; 
P  heisst  in  diesem  Fall  Knotenpunkt. 

Es  kann  auch  die  Schleife  sich  zum  wirklichen 
Knoten  in  P  zusammenziehen,  so  dass  beide  Kurven- 
zweige sich  in  P  berühren,  und  die  beiden  Haupt- 
tangenten in  P  zusammenfallen,  dann  durchläuft  die 
Kurve  in  P  gewissermassen  einen  Kreis  mit  dem  Radius 
0,  sie  hat  in  P  eine  unendlich  grosse  Krümmung,  P 
ist  ein  Doppelpunkt  mit  Spitze,  ein  solcher  Punkt 
heisst  Rückkehrpunkt.  Er  ist  erster  Art,  wenn, 
wie  bei  der  Cissoide,  beide  Zweige^  welche  sich  in  P 
berühren,  an  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen 
Haupttangente  liegen;  zweiter  Art  oder  Schnabel, 
wenn  sie  an  der  gleichen  Seite  der  Haupttangente 
liegen,  wie  der  Nullpunkt  der  Kurve  y  =  x^  -j-  y  x* 
Beide  Tangenten  im  Doppelpunkt  können  auch  imaginär 
sein,  dann  liegt  der  Punkt  P  isoliert  wie  bei  der  Kurve  : 
y'^  ==  (x — a)^(x— b),  wenn  a  kleiner  als  b,  der  Punkt 
x^a;  y=0.  Die  Eiguren  finden  sich  für  Rückkehr- 
punkte erster  und  zweiter  Art  bei  Becker,  Geom. 
Zeichnen.  Die  Tangente  lässt  noch  eine  zweite,  für 
die  Mechanik  allein  in  Betracht  kommende  Auffassung 
zu:  sie  ist  die  Gerade,  welche  mit  der  Kurve  an  der 
Berührungsstelle  eine  unendlich  kleine  Strecke,  ein 
Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  10 
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Linienelement,  gemeinsam  hat;  die  Wendetangente  liat 
dann  deren  zwei  geraeinsam.  Die  Tangente  giebt  dalici- 
die  Richtung  der  Kurve  im  Berührungspunkt  an,  und 
man  kann  die  Principien  der  Mechanik,  speziell  da- 
Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  zu  ihrer  Koii- 
struction  benutzen,  wie  das  gleichzeitig  Roberval  und 
Toricelli  gethan. 

Rein  geometrisch  definiert  man  die  Tangente,  .so 
dass  man  eine  Sekante  sich  um  einen  Schnittpunkt  J* 
drehen  lässt,  bis  der  P  nächstliegende  Schnittpunkt 
mit  P  zusammenfällt.  Für  einen  Doppelpunkt  odti 
allgemein  für  einen  vielfachen  Punkt  erleidet  die-f 
Definition  eine  Ausnahme,  man  muss  dann  die  einzeluen 
Zweige  der  Kurve  trennen.  Man  sieht,  dass  es  vor- 
kommen kann,  dass  die  Tangente  in  P  zugleich  Tangeute 
an  einen  oder  mehrere  andere  Kurvenpunkte  ist,  dann 
heisst  die  Tangente  Doppeltangente  bezw,  mehr- 
fache Tangente. 

Die  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
der  Kurven  heissen  Asymptoten  (vergl.  die  Hyperbel). 

Für  algebraische  Kurven  kann  man  auch  algebraiscln' 
Definitionen  geben,  z.  B.  die  Tangente  in  P  definieren 
als  die  Gerade,  für  welche  in  P  mindestens  zwei  ge- 
meinsame Lösungen  zusammenfallen,  den  Doppelpunkt 
als  einen  Punkt,  durch  welchen  jede  Gerade  die  Kurve 
in  höchstens  nach  n — 2  Punkten  schneidet  etc. 
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Die  Cissoide  des  Diokles. 

§  33.  Erzeugung  der  Kurre. 
Man  zeichne  einen  Kreis  um  M,  den  Leitkreis  mit 
Radius  a  und  ziehe  darin  den  Durchmesser  2  a  oder 
d,  genannt  S  S\  Man  ziehe  A  Bund  A^  B'  senkrecht  auf 
SS'  (Fig.  31)  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
Symmetrieaxe  von  SS';  ziehe  SB\  schneidet  S  B  in 
P,  es  soll  der  Ort  des  Punktes  P  bestimmt  werden, 
wenn  A'B'  sich  von  S'  nach  S  bewegt  (allgemein:  un- 
begrenzt in  der  Richtung  S'S),  und  daher  AB  von  S 
nach  S'. 

S  sei  Nullpunkt,  SS*  sei  +  X,  das  Axensystem 
rechtwinkelig  -|-  Y  wie  gewöhnlich,  SA  ist  x,  PA  ist 
y,  die  Lcänge  von  AB  und  A'B'  oder  AC  sei  z,  als- 
dann ist  (Pythagoräische  Satzgruppe). 

^  ^2         d — X  '   d — X         X 

(Dreieck  SPA'^SB'A')  also  durch  Multiplikation 

=  — s  oder 


d— X         x^ 

1)  x^  =  y'(d-x);  la)  (x^  +  y^)x  =  dy' 
Der  Ort  des  Punktes  P  ist  also  eine  Kurve  3. 
Grades,  sie  heisst  Cissoide  (vom  griech.  Kissos-Epheu) 
und  ist  etwa  um  200  v.  Chr.  von  Diokles  erfunden, 
um  das  „D  elischeProblem"  der  Würfelverdoppelung 
(bezw.  Vervielfachung)  zu  lösen;  als  welches  gelöst  ist, 
sobald  es  gelingt,  zwischen  zwei  Strecken  a  und  aVn 
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Fig.  31. 
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zwei  mittlere  Projiortioiialen  p  und  q  einzuschalten,  so 

j  ^         P  9        j  •  ^    ^  *l'  1  3 

dass         :=        = — 7    —   dann  ist  —  =       ^ —     oder    q 

p         q        ayn  q  an 

-^na^.     Nun  sind  bei  der  Kisso'ide  z  und  x  zwischen 
a — X  und  y  mittlere  Proportionalen. 

Die  Gleichung  der  Cissoide  kann  ohne  weiteres 
aus  der  Bemerkung  abgeleitet  werden,  dass  SC  und 
S'B'  parallel  sind,  also  P SC  ein  bei  S  rechtwinkeliges 
Dreieck,  somit  unmittelbar  x^^y  z,  x*;=y^z"  also  x^=y^ 
(d  —  x).  Man  erhält  also  eine  zweite  Erzeugung  der 
Kurve.  Errichtet  man  über  der  Hyjiotenuse  SS'  alle 
rechtwinkeligen  Dreiecke,  fällt  in  ihnen  die  Höhen  und 
errichtet  in  S  auf  den  anliegenden  Katheten  die  Lothe, 
so  ist  der  Ort  ihrer  Schnitte  mit  den  Höhen  die  Cissoide. 

Eine  noch  bequemere  Erzeugung  erhellt  daraus, 
dass  wenn  SB'  in  D'  zum  Schnitt  mit  der  Tangente 
in  S'  gebracht  wird  SB  =  B'D'  ist  (entsprechende 
Querstrecken  in  kongruenten  Streifen)  d.  h.  also: 

Zieht  man  von  S  aus  nach  alle  n  Punkten 
der  Peripherie  des  Leitkreises  die  Vectoren, 
und  trägt  das  Stück  zwischen  Kreisund  der 
Tangente  in  S'  von  S  aus  auf  die  \^ectoren 
auf,  so  ist  der  Ort  dieser  Punkte  die  Cissoide. 

Aus  der  ersten  Erzeugung  folgt  eine  vierte  von 
Newton  herrührende,  welche  gestattet,  die  Kurve  auf 
mechanischem  Wege  herzustellen  (Fig.  32).  Denkt  man 
sich  Dreieck  A  B  M  in  dem  kongruenten  Streifen  zwischen 
den  Senkrechten  durch  M  und  A'  parallel  verschoben,  bis 
M  in  den  Cissoidenpunkt  P'  auf  A'B'  kommt,  also  in 
der  Lage  A"B"P'  und  B"  P'  um  sich  selbst  ver- 
längert bis  Q,  so  sind  SP'  und  MQ  parallel 5  verlängert 
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man  MS  über  S  hinaus,  bis  M',  so  sind  nach  den 
elementarsten  Streifensätzen  M'B"  und  SP'  ebenfalls 
parallel,  das  Trapez  M'MQB"  ist  ein  symmetrisches 
Trapez,  also  da  M'MB"  ein  Rechter,  so  ist  es  auch 
CQB";  wir  haben  den  Satz: 


Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel,  dessen 
einer  Schenkel  die  konstaute  Länge  d  hat, 
so,  dass  der  andere  Schenkel  stets  durch  den 
festen  Punkt  M' hindurchgeht ,  währendder 
Endpunkt  des    Schenkels    konstanter  Länge 
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auf   einer  Geraden    gleitet,    welche    von    M^ 
(Ihh  Abstand  d  hat,  so  beschreibt    die  Mitte 
[dieses  Schenkels  die  Cissoide. 

§  34.  Discussion  der  Kurvengrleichuug. 

I]  Gleichung    1    bleibt    bestehen,    wenn  x;  y;  d  mit 

irgend  einem  Zahlenfaktor  multipliziert  werden,  also 
alle  Cissoiden,  (wie  alle  Kreise,  Parabeln,  gleichseitige 
lly])erbe]n)  sind  ähnlich.  Vergrössert  man  also  die 
A  (ktoren  SP  von  S  aus  auf  das  n fache,  so  ist  der  Ort 
dir  neuen  Endpunkte  eine  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Cissoide,  deren  Leitkreis  den  Durchmesser  nd  hat. 

Die  Kurvengleichung  enthält  nur  y'^,  d.  h.  zu  jedem 
AVert  X  der  Abscisse  gehören  zwei  entgegengesetzt 
j  gleiche  Werte  der  Ordinate. 

Die  Kurve,  heisst  das,  ist  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  X-Axe.     Giebt    man   der  Gleichung  die  Form 


/  ^^         d-x 
so  sieht  man  zunächst,  dass  y  mit  wachsendem  x  rapid 
zunimmt  und  für  x  =  d  unendlich  ist,    ferner  dass  für 
x>  d  und  X  <0  die  Ordinate  y  imaginär  ist,  d.  h,: 

Die  Cissoide  liegt  ganz  in  dem  Streifen 
zwischen  den  Tangenten  an  den  Leitkreis  in 
S  und  S'. 

Sie  besteht  aus  2  symmetrischen  Zweigen,  die  sich 
und  die  Axe  in  S  berühren,  und  im  unendlich  fernen 
Punkt  der  Tangeate  in  S'  zusammenkommen.  Punkt 
S  ist  eine  Spitze  erster  Art,  denn  zieht  man  durch 
S  irgend  eine  Gerade  y  =  r  x,  wo  r  =  tg  go  ist,  so  hat 
man  für  den  Schnitt  mit  der  Kurve: 
x^  =  i^  x^  (d— x) 
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also  x=0  und  damit  y  =0  ist  eine  doppelte  Lösung, 
und  ausserdem  giebt  es  noch  die  Lösung 
r^d  _    r'tl 

und  für  r  —  0  d.  h.  für  die  x-Axe,  fällt  auch  die  3. 
Lösung  mit  der  doppelten  x  =  0,  y  =  0  zusammen. 

"Wird  SP  mit  r  bezeichnet,  so  ist    da      -  , — i  = 

sin'"' y  ist,  x=dsiu"(jp,  y  =  dsin-9tgg'  und  da  x  =  r 
cosqp,  so  ist 

2)  r  =  d  sinytg'p 

die    Polar gleichung    der    Kurve     (für    den 

Pol  S,  die  Polaraxe  SS').  Diese  Gleichung  könnte 
auch  direkt  abgeleitet  werden  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreick  SD'S'  mit  der  Höhe  S'B'. 

"Wenn  x  und  y  beide  sehr  gross  (aber  proportional) 
so  geht  1^)  über  in  (x^  +  y")  =0  (Division  mit  x'  giebt 

y''        dy'      1  1 

1  +  -^  =  — 5-  •    ^  und   —  wird  0).     Die  Kurve  hat 
x'*  X''         X  X  ' 

also  in  keiner  von  den  Axen  verschiedenen  Richtungen 

einen  reellen    Punkt  im  Unendlichen;    wenn  y  endlich 

bleibt,    ist  es  x  auch,    aber   wenn    x  =  d  ist,    wurde  y 

unendlich,  d.  h. : 

Die  Kurve    hat    eine    reelle    Asymptote, 

die  Tangente  an  den  Leitkreis  iu  S'. 
(Das  folgt  schon  aus  der  Konstruktion.) 
Errichtet  man  im  Punkte    P       (xi  yi)  der  Cissoide 

auf    den    Yector    S  P    die    Senkrechte  g,    so    ist    deren 

Gleichung 
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oder 


xxi  +  yy,  =x^-+  y^-  =  — _— 
Die  Linienkoordinaten  der  Geraden,  u  und  v,  sind 


also  u  =     ,  '    .,  und  v 

dyi" 


y  u 

^1 ,  somit  3)  v^  =-5- 


Fig.  33. 


Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Parabel 
in  Linieukoordiuaten.     (S.  94). 

Der  Parameter  derselben  ist  2  d  und  ihr  Scheitel 
ist  S,  die  Axe  fällt  in  die  Gerade  SS'  und  aus  der 
Bedeutung  von  u  für  die  Parabeltangente  folgt,  dass 
sie  die  Richtung  S'S  hat;  wie  Fig.  33  zeigt.     Also: 

Die  Cissoide   ist  der  Or  t  d  er  Fusspu  nkte 
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der  Lothe,  welche  man  vom  Scheitel  der  Pa- 
rabel auf  die  Tangenten  derselljen  fällen 
kann. 

Die  Cidsoide  gehört  demnach  zu  den  sogen.  Fubs- 
punktenkurven.  Berücksichtigt  man  die  Bemerkung 
am  Anfang  des  Paragraphen,  so  sieht  man,  dass  auch 
der  Gegenpunkt  des  Parabelscheitels  S  in  Bezug  auf 
irgend  eine  der  Tangenten  eine  Cissoide  beschreibt 
(ähnlich  und  ähnlich  liegend,  mit  dem  Durchmesser 
2  d).  Dieser  Gegenpunkt  ist  aber  der  Scheitel  einer 
der  ursprünglichen  kongruenten  Parabel,  welche  auf 
dieser  aussen  rollt,  wir  haben  den  Satz : 

Rollt  eine  Parabel  aussen  auf  einer  ihr 
kongruenten,  so  beschreibt  der  Scheitel  der 
rollenden  Kurve  eine  Cissoide. 

Die  Cissoide  gehört  also  zu  den  R  o  1 1  k  u  r  v  e  n 
(vergl.  Abschnitt  XIV). 

§  35.  Inversion  oder  Transformation  durch  rcoiproke 
Hadicii. 

Die  Cissoide  steht  mit  der  Kurve,  deren  Scheitel- 
fusspunktskurve  sie  ist,  in  noch  einfacherer  Beziehung 
(wie  im  allgemeinen  die    Fusspuukt.skurven). 

Verlängert  man  (Fig.  ol)  den  Vector  SP  =  r  über 
S  hinaus,  bis  er  die  Parabel  in  Q  schneidet,  und  setzt 

SQ  =  (>,  und  P!(x|y);  q[  (|  13),  wo,  da  die  |  auf  der 
negativen  Seite  der  X- Axe  liegen  «?''  =  —  2  p  |  ^  —  4  d  ^ 
ist,   so   ist  ^ -- psin  (180  +  9p);  I  =  P  cos  (löO  +  y)  also 

4dco3qp 

g  ^  7—5 und  mit  Benützung  von  2) 

^  siu'gp  °  ^ 
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4)  (» r  =  4  d' 

Kennzeichnet  man  den  Umstand,  dass  q  dem  r 
entgegengesetzt  gerichtet  ist,  durch  das  Minuszeichen, 
so  ist  Qr  ^=  4  d^.  Diese  Beziehung  drückt  sich  kurz 
aus   durch  den  sofort  zu  erläuternden    Satz : 

Eine  Cissoide  ist  die  entgegengesetzt 
inverse  Kurve  der  Parabel. 

Wählt  man  nämlich  einen  festen  Punkt  S  als 
Centrum  der  Inversion  und  eine  Grösse  4  d*  als 
Potenz,  und  ordnet  jedem  Punkt  P  einen  Punkt  Q 
zu  nach  dem  Gesetz,  dass  1)  Q  auf  dem  S  P  entgegen- 
gesetzten Strahle,  der  von  S  ausgeht,  liegt;  2)SP.SQ 
=  4  d",  so  heisst  diese  Art  der  Zuordnung  oder  Trans- 
formation „Inversion".  Den  Gegensatz  in  der 
Richtung  der  „Inversionsstrahlen''  SP  und  SQ 
kennzeichnet  man  dadurch ,  dass  man  q  das  Minuszeichen 
giebt,  so  dass  pr  =  —  4d'^  gesetzt  wird,  und  bezeichnet 
diese  Art  der  Inversion  als  entgegengesetzte  oder  innere, 
im  Gegensatz  zu  derjenigen,  bei  der  P  und  sein  zu- 
geordneter auf  demselben  Strahl  liegen  und  ^r  =  4d"^ 
ist.     Da  die  Längeneinheit    willkürlich,    so  kann    man 

2d  als  solche  wählen,  und  dann  ist  p=  -) und  daher 

—  r 

heisst  die  Inversion  meist  „T  ran  sformatio  n  durch 
reciproke  Radien,  welche  auch  in  der  mathem. 
Physik,  besonders  in  der  Potentialtheorie  eine  hervor- 
ragende Rolle  spielt. 

Es  gelten  folgende  Gesetze : 

1)  Jedem  Punkt  P  entspricht  Ein  Punkt  Q,  und 
diesem  umgekehrt  wieder  P,  die  Inversion  gehört  also 
zu  den  Punkt- Verwandtschaften  (Zuordnungen,    Ti'ans- 
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foriuationen)  welche  auf  Gegenseitigkeit  berulien,  was 
z.  B.  bei  der  gewöhnlichen  ähnlichen  Al)bildung  nicht 
der  Fall  ist, 

2)  Je  zwei  Punktepaare  liegen  auf  einem  Kreis 
(in  dessen  innerem  S  bei  innerer  Inversion),  zufolge 
des  Potenzsatzes. 

3)  Es  sind  die  Dreiecke  deren  gemeinsame  Ecke 
S  und  deren  anderen  Ecken  je  2  Punktepaare  sind,  also 
SPP'  und  S  QQ',  ähnlich,  aber  so  dass  P  in  Bezug  auf  die 
Aehulichkeit  (j'  und  P'   über  Kreuz  Q  entspricht. 

4)  Daher  entspricht  jeder  Kurve  p  von  Punkten  P 
eine  Kurve  q  von  Punkten  Q  als  inverse  Kurve,  und 
umgekehrt  ist  p  die  inverse  Kurve  von  q. 

5)  Der  Kreis  um  S  mit  Radius  2  d  heisst  Haupt- 
kreis  oder  Inversator,  er  entspricht  sich  selbst, 
jedem  Punkt  im  Innern  entspricht  ein  Punkt  im  Aeussern 
u.  v.  v. 

6)  Jeder  Geraden  g,  welche  nicht  durch  S  geht, 
entsji rieht  ein  Kreis  durch  S,  dessen  Centrura  auf  dem 
von  S  auf  g  gefällten  Lothe  SP'  liegt.  Ist  P  ein 
laufender  Punkt  von  g,  so  ist  Winkel  Q'QS  =  PP'S 
=  90**,  also  der  Ort  von  Q  ein  Kreis  um  den  Durch- 
messer Q'S. 

7)  Berühren  sich  2  Kurven  in  P,  so  berühren  sich 
die  entsprechenden  in  Q,  oder  einfacher  berührt  eine 
Gerade  g  eine  Kurve  p  in  P,  so  berührt  der  g  inverse 
Kreis  die  p  inverse  q  in  Q,  dem  inversen  Punkt  von 
P.  Dreht  man  die  Sekante  der  Kurve  p  um  P, 
80    entsprechen     der    sich    drehenden    Sekante    Kreise 
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durch  S  und  Q,  welche  die  Kurve  q  in  Q  und  Q^ 
schneiden,  fällt  P'  mit  P  zusammen,  so  Q'  mit  Q,  da 
zu  jedem  Punkt  P  nur  Ein  inverser  gehört. 


Da  Cissoide  und  Parabel  inverse  Kurven  sind,  so 
lässt  sich  die  Tangente  an  die  Cissoide  in  P  |  (x|y)  so- 
fort konstruieren.  Der  Tangeute  in  P  entspricht  der 
Kreis^  welcher  durch  S  geht  und  die  Parabel  in  Q 
I  (^j  j^)  berührt.  Sein  Centrum  liegt  also  auf  der  Pa- 
rabelnormalen in  Q  und  auf  der  Normalen  in  der  Mitte 
von  S  Q.  Es  ist  bequem  für  die  folgende  Rechnung 
die  Richtung  der  Parabelaxe  als  die  der  -|-  X  anzu- 
sehen; wir  haben  dann  für  die  Koordinaten  |^  und  rj^ 
des  Mittelpunkts  die  Gleichungen  beider  Normalen 
i^V  -i~  V^V  =  i  V  +  VV 

tn  +  2  7?'p  =  V,  ^n  +  nv 

und  erhalten  hieraus  |*  =  p  -)-  %  i' 

Folglich  für  Abscisse  2|^  des  Punktes  U,  in  welchem 
der  Kreis  die  Parabelaxe  schneidet :  S  U  ^  2  p  -j-  3|, 
und  hiermit,  da  S  U .  S  T  =  4d'  ist,  für  S  T  d.  i.  das 
Stück ,  welches   die   Cissoidentangente    von    deren  Axe 

S  S^  abschneidet:   S  T  =  ^r^^ 

2p  +  3| 

Da  p  =  2d  und  |  ^  ]  =  £»  cos  y,  und  cos  (p^=    -,  ^  = 

so  ist  S  T  =  —  —        ^ 


t''  +  3dx       r'^x  +  3dx'^       y^  +  3x^ 
dx 


„j ^r-  und   damit   die  Subtangente 

l  +  3|i      3d-2x  ^ 
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T  A  =  lfi''-+J'l  .,,„  5)  T  A=s„=x-ST-^^--^> 
od  —  2x 


Da  X  (d  -  x)  ==  z' 


/'a  d  — x* 
A  B"  war,    so    ergiebt  sich 


Fig.  34. 

hiermit  sofort  die  einfache  Konstruktion  der  Tangente: 
Man  verlängere  S  S'  über  S"  um  den  Radius  bis 
zu  dem  festen  Punkte  0,  verbindet  0  mit  B,  errichtet 
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in  B  auf  0  B    das  Loth ,    schneidet    SS'    in  T,  so  ist 
P  T  die  Tangente.     (Fig.  34). 

Auch     der     Richtungsfaktor     x     und     damit     die 

y 

Gleichung  der  Tangente  ist  sofort  bestimmt,  da  r  =  

X  (d  —  x) 

§  36.  Tangente  j  Erolute. 

Aus  den  Gleichungen  der  Normalen  von  B  und 
der  Mittelseukrechten  von  S  Q  ergiebt  sich  für  die 
Koordinaten  «^ ;  ß^  des  Centrums  des  Kreises  der  durch 
S  geht  und  die  Parabel  in  Q  berührt  a^  —  p  ^  ^^   1; 

^1  =  —  -^—  =  ~  7'  ^^^"^  Q  {  (^'i"?)  ^^*- 

Vermöge  der  Parabelgleichung  erhalten  wir: 
4    (a,  -  p)^ 

^)  ^'    -  27 ^p • 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Neil' sehen  Parabel, 

deren  Scheitel  F'  vom  Brennpunkt  F  um    -  entfernt  ist. 

Lässt  man  die  Bedingung  durch  S  zu  gehen  fallen, 
verlangt  aber ,  dass  der  Kreis  die  Parabel  ausser  in  Q 
noch  in  einem  Q  unendlich  nahen  Punkte  E,  |  (|  -f"  %  |  ^  + 1) 
berühre,  so  hat  man  aus  der  Parabelgleichung  rj  k=^  ph, 
unter  Vernachlässigung  von  x^,  und  zur  Bestimmung 
der  Koordinaten  a\  ß^  des  Centrums  K*  dieses  Kreises, 
des  sogen.  Krümmungskreis  der  Parabel  in  Q 
(vgl.  Cycloide)  dient  die  Gleichung  der  Normale  in  Q 
und  der  in  K,  woraus 

a'-p-3|;^'  =  — ~^;   also   a'-p--2   (a.-p); 

ß'  =  Aß. 
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Nennt    man     den    Kadius     dieses    Kreises    ^p ,    so    ist 

./  =  (l-.T  +  (,-.V  =  ^"+^' 

2  8      (a*  —  p)' 

und  I*)    ß^    =7^ für  den  Ort  der  Kriim- 

^  27  p 

m  u  n  g  s  centren    die    sogen.  Evolute   der  Parabel. 

Hieraus  folgt  zunächst  die  einfache  Konstruktion 
vou  K':  Man  trage  von  der  Normale  N  (Fig.  IG)  aus 
auf  der  Axe  die  Strecke  ß  T  ah  bis  ß\  errichte  dort 
das  Loth  auf  der  Axe,  welches  die  Normale  im  K' 
schneidet. 

Soll  der  Berührungskreis  durch  S  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  A  |(^a|«?a)  gelegt  werden^  so  hat  man 
ausser  I  noch  die  Gleichung  der  Symmetrieaxe  von 
S  A  zur  Bestimmung  von  a,  und  /?, ;  da  sie  linear  ist, 
so  folgt,  dass  sich  für  a,  —  p,  ,  oder  besser  für  ^3 
(a,  —  p)  oder  |,  die  Abscisse  des  Berührungspunkts, 
und  damit  für  a,  und  ß^  drei  Paar  Werte  ergeben, 
also  sind  durch  einen  Punkt  drei  solcher  Kreise  möglich, 
also  auch  von  dem  A  inversen  Punkt  aus  3  Tangenten 
an  die  Cissoide,  d.  h.  also : 

Die  Cissoide  ist  eine  Kurve  3.  Ordnung, 

Hiebei  ist  die  Lösung  ß  =  0  nicht  berücksichtigt, 
sie  führt  auf  den  stets  möglichen  Kreis  der  durch  A 
geht,  und  die  Parabel  in  S  berührt;  ihm  entspricht 
der  Strahl ,  welcher  den  A  inversen  Punkt  mit  S 
verbindet,  der  auch  (vgl.  §  32)  den  Charakter  als 
Tangente  hat. 

Die  Gleichung  3.  Grades  selbst  lautet,  wenn 
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gesetzt  wird :  Ä'  —  3/1  (9  —  2v  —  f(9  —  v)'  —  27  j  =  0. 

Ihre  Discrirainaute  (vgl.  Schubert  Arithmetik  S.  68) 

D  ist  v^    (—  —  1),  sie  hat  also  2  gleiche  reelle  Wurzeln, 

wenn  v  =  0  und  v  =  4.  Das  erste  gibt  |a^  +  •»?a^ 
=  2p  gaj  d.  h,:  den  Kreis  de  r  um  F'  mit  p  ge- 
schlagen ist.  Dieser  Kreis,  der  die  Parabel  im  Scheitel 
vierpüuktig  berührt,  zählt  also  doppelt,  und  ausserdem 
giebt    es   für    seine   Punkte    nur    noch    Eine    Lösung: 

I  =  ^L  («,   —  P)  =  -; ?.,r^-      Diesem  Kreis,    dem 

'^       ^  ^^  4p  —  2ga 

Scheitelkreis,  entspricht  invers  die  Asymptote  der 
Cisso'ide,  (die  Leitlinie  der  Parabel),  von  ihi'en  Punkten 
giebt  es  also  (ausser  der  Asymptote)  noch  Eine  Tangente. 
JstJ  I  (d|yi)  der  A  inverse  Punkt,  so  findet  man  leicht 
_  9  d^  _  x^  ^  _  "/,  d 
4yi'''  ~  y''  y  ~  yi  * 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  Konstruktion  dieser 
Tangente.  Man  verschiebt  die  Asymptote  parallel  der 
Axe  um  den  Radius  des  Leitkreises ;  J  rückt  dann 
nach  .T',  zieht  den  Vector  J^S,  so  schneidet  er  die 
Kurve  im  Berührungspunkt  P.  Ist  die  Kurve  nicht 
gezeichnet,  so  zieht  man  den  Vector  von  S^  nach  dem 
Punkt  in  dem  die  Mittelsenkrechte  von  S  S'  den  Vector 
S  J'  schneidet,  und  dieser  Vector  trifft  den  licitkreis 
in  B,  und  das  von  B  gefüllte  Loth  S  J'  in  P.  Noch 
einfacher:  Man  trägt  das  Stück  des  Vector  S  J'  zwischen 
Kreis  und  Asymptote  von  S  auf  S  J'  ab,  giebt  P. 
S  i  m  o  n  ,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  11 
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Für  die  Punkte    im  Innern  des  Scheitelkreiseg  ist 

V  negativ,  also  D  positiv,  also  giebt  es  für  sie  nur 
Einen  reellen  Berührungskceis;  dem  Innern  des  Kreises 
entspricht  das  Aeussere  der  Asymptote,  also  lässt  sich 
von  Punkten  jenseits  der  Asymptote  nur  Eine  Tangente 
an  die  Cissoide  legen.     D    wird  dann  wieder  0,  wenn 

V  =  4  d.  h.  aber  7;a^  =  2p  l'a.  Für  die  Punkte  zwischen 
dem  Sclieitelkreis  und  der  Parabel  ist  D  negativ,  also 
giebt  es  für  sie  3  Kreise;  also  iür  die  Punkte  zwischen 
Cissoide  und  Asymptote  o  Tangenten. 

Für  die  Punkte  (^  auf  der  Parabel  fallen  2  Kreise 
in  den  Berülirungskreis  bei  Q  zusammen,  und  es  giebt 
ausserdem  noch  Einen  ,  der  die  Parabel  in  Q  durch- 
schneidet. Für  die  Punkte  ausserhalb  der  Parabel 
ist  D  positiv,  also  giebt  es  nur  Einen  (reellen)  Kreis.  Da- 
her gehen  durch  jeden  CissoidenpunktP  zwei  Tangenten, 
die  eigene  (doppeltzuzählende)  und  eine,  welche  in 
einem  andern  Punkt  berührt  und  bei  P  schneidet. 
Für  die  Punkte  aber,  ausserhalb  des  Kaumes  zwischen 
Cissoide  und  Asymptote  giebt  es  nur  Eine  Taugente. 
Die  Gleichung  1  ist  mit  1^  identisch,  wenn  in  T^  p 
durch  2p  ersetzt  wird,  und  dann  der  Anfangspunkt 
um  p  in  der  Axe  nach  dem  Scheitel  zu  verschoben 
wird.     Also: 

Verschiebt  man  die  Evolute  e  i  n  e  r  P  a  r  a  b  e  1 
parallel  der  Axe  um  den  halben  Parameter 
nach  d  e  m  S  c  li  e  i  t  e  1  z  u  ,  s  o  w  i  r  d  s  i  e  z  u  r  N  e  b  e  n- 
e  V  0  1  u  t  e  der   1'  a  r  a  b  e  1  mit  halbem  Parameter. 

Liegt  der  Punkt  A  ^  (|;,  j  »?a)  ftuf  der  Parabel  selbst, 
so  ist  V  =  4,  so  hat  man :  Ä^"  —  '6Ä -^  2  =0  =  {Ä  —  ly 
(Ä    1    2),  welche  Gleichung   ausser  der  a  priori  klaren 
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doppelten  Lösung  >?  =  1,  d.  h.  ^  =  ^a,  noch  die  Lösung 
Z  =  —  2   d.  h.  I  -%  («1  —  p)  =  '1,  ^a  hat.     Also: 
Der  die  Parabel  in  Q  {  (||^)  schneidende 

Berührungskreis,  berührt  in  lllxrs)' 

Da  das  Verhältniss  der  Koordinaten  durch  Inversion 

y^  2x 

sich  nicht  ändert,  so  ist  — j  =  —  — ,  d.h.  tgy^  =  —  2t^gp. 

X  y 

Also : 

Durch  jeden  Punkt  der  Cissoide  geht  ausser  der 
Tangente  in  ihm  noch  eine  zweite  Tangente  au  den 
entgegengesetzten  Zweig,  man  erhält  den  Berührungs- 
punkt, wenn  man  die  Ordiuaten  über  ihren  Fusspunkt 
hinaus  um  das  zweifache  verlängert  und  den  zuge- 
hörigen Yector  zieht. 

"Will  man  also  im  Cissoidenpunkt  P  die 
Tangente  ziehen,  so  verlängert  man  (Fig.  34) 
die  Ordinate  um  ihre  Hälfte  bis  L,  zieht 
den  Vector  nach  dem  Endpunkt,  schneidet 
die  Cissoide  in  P',  so  ist  P'P  die  Tangente. 

Liegt  die  Kurve  nicht  gezeichnet  vor,  so  kann  man 
die  alte  Konstruktion  benützen ,    oder  die  Abscisse  im 

Verhältniss  "^:  d  —  x  teilen,  oder  was  das  eleganteste: 

Man  zieht  den  Vector  von  S  nach  L,  bis  an  die  Asymp- 
tote nach  N;  der  Scheitelkreis  schneidet  SN  in  U, 
trägt  U  N  von  S  aus  auf  den  Vector  ab,  so  ist  P^P 
die  Tangente. 

Bei  der  Inversion  bleiben  die  Berührungseigen- 
schaften der  Kurven  erhalten,  einem  Kreis  entspricht 
ein  Kreis,  somit  entspricht   dem  Krüramuugskreis    der 
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Parabel ,  der  der  Cisso'ide.  Die  Centren  sind  nicht 
entsprechend,  die  Iladien  nach  entsprechenden  Punkten 
antiparallel,    das   Inversionscentrum    S    ist   der    innere 


Flg.  34. 

Aehnlichkeitspunkt.  Sind  K'  und  K  die  Centren,  und 
schneidet  der  Inversionsstralil  S  (^  den  Kreis  K'  noch 
in  Q',  so  sind  K  P  und  K'  Q'  parallel.     Werden  die 
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Koordinaten  von  K  mit  a  und  ß,  der  Krümmungsradius 
der  Cissoide  mit  Qq,  bezeichnet,  so  ist: 

'%  ^  m  ^  Sq\S%  '^  Q  •  S  Q'  i^t  die  Potenz 
des  Punktes  S  in  Bezug  auf  den  Krümmungskreis. 
Die  Potenz  des  Scheitels  derParabel  inBe- 
zug auf  den  Krümmungskreis  im  beliebigen 
Kurvenpunkte  Q  {  (l!^)  ist  —  3|';  SP.SQ-— 4d^ 

also  :   =    ^  ,,•     -E!s  ist  allgemein,  wenn  S  Q  wieder  q: 

„  „     .    T         .  ,  P  X         Q  r  X  4d^x 

es  P  wieder  r  ist,  |  =  P  cosof  ^= =  — ^ —  = . 

^  r  r''  r 

dx'' 
Nach  der  Cisso'idengleichung  ist  r^  =  j also : 


11^)   Qc 


i    _  4  (d  -  X) 

d^x  (4d  —  3x)^ 


n)i  =  ^^:^^.    aUo. 


.   36  (d  —  X)*    • 
Die  Konstruktion  des  Krümmungscentrums  ist  nach 
dem  Vorstehenden  einfach.    Für  die  Koordinaten  a  und 
ß  ergiebt  sich : 
-  a  (»c  4    d\  ß      ß'  16    d*  _ 

ß^    =  — q— ,  also: 

TTM    o  _   64   d^  _    16   d^x    _   16   y^ 

ß  4     y  4    ^ 

woraus    sich    eine    höchst    einfache    Konstruktion    des 
Krümmuugscentrums  ergiebt. 
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«  4    d^  4    d%     ,  ^^^        4^ 

/2d^  d\     d  9^^ 

Ir  +  ^  I  j'  7  ^  64d^  ^^'°  = 

ni)  —  512a  d^  =  21ß*  +  288/9'  d' 

die  Gleichung  derEvolutederCissoide, 
welche  sich  demnach  als  eine  Parabel-artige,  bis  auf 
S  ganz  im  negativen  Teil  der  Abscissenaxe  liegende 
Kurve  4.  Grades  ausweist.  Die  Nebenevolute  der 
Cissoide,  d.  h.  der  Ort  der  Centren  aller  Kreise, 
welche  die  Cissoide  berühren  und  durch  S  gehen ,  ist 
eine  zu  ihrer  Parabel  ähnlich  liegende  Para- 
bel mit  halbem  Parameter;  denn  berührt  das 
in  P  auf  S  P  errichtete  Loth  die  Parabel  in  D,  so  ist 
der  dem  Dreieck  S  P  O  umschriebene  Kreis  invers 
zur  Parabeltangente  in  dem  P  inversen  Parabelpunkt 
Q,  er  berürt  also  die  Cissoide  in  P  und  die 
Linie,  welche  P  mit  der  IVIitte  von  SO  ver- 
bindet, ist  die  Normale  der  Cissoide  in  P. 
(Beweis:  Denkt  man  sich  zu  Q  den  inversen  (Cissoiden) 
Punkt  %  so  ist  S  ^;s  Q  =  S  P  D  =  90«,  also  %^  Q  die 
Parabeltangente  in  Q).  Es  ist  leicht  dies  durch  die 
Rechnung  zu  bestätigen.  Zwischen  den  Koordinaten 
von  Q  I  (|"j  «?")  und  Q  {  {^  V)  bestehen  die  llelutionen : 
|"|  =  4d'';  rj"73=  —  Hd\  Der  Punkt  %^  und  der  zu 
P  gehörige  P*  sind  daher  konjugierte  Punkte,  d.  h. 
ihre  Abscissen  sind  zusammen  d,  ihre  Amplituden  zu- 
sammen 90'',  dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Parabel 
mittelst  des  festen  Leitkreis  die  Tangeute 
linear  zu  ziehen. 
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§  37.    Die  Quadratur. 

Zieht  mau  eleu  Radius  vector  S  P  aus  bis  er  die 
Taugeute  in  8'  (die  Asyuiptote)  iu  D'  (Fig.  31)  schueidet, 
und  deukt  sich  die  zugehörige  Amplitude  qp  iu  u  gleiche 
Teile  geteilt  uud  die  zu  den  Teilpuakten  gehörigen 
Vectoren  r^  r,^  .  .  r^  .  .  .  gezogen  uud  verlängert  bis 
sie  die  Asymptote  in  D^  D.^  .  Dk  .  .  treffen,  uud  bezeich- 
net S  Dk  mit  Rk)  so  ist  das  Element  der  inneren  Fläche 
zwischen  rk  — i  und  rk  die  Difierenz  der  Kreissektoren 
mit    den   Radien   Rk    und    rk    und    dem    gemeinsamen 

T  1    9P 

Ceutriwiukel    — ,  also:    Fk  =  -^  —    (Rk^  —  rk').     Be- 
n  2    n     ^  ' 

d 

zeichnet    mau    qp  :    n    mit  i/» ,    so  ist,    da    Rk  = r^^ 

^  ^ '  '  cos  k^ 

und  rk  =  d  sin  ki/^  tg  kt/^  ist: 

Fk  =  ^  -^f-  (  1  -  sin  ^k^)  =  ^  d^  (1  +  sin  ^k^.) 
2    COS'  kl/;  ^  ^^  2         ^  ^ 

Für  F  selbst  also  d.  h.  für  das  Flächenstück  zwischen 

Kurve,  Axe,  Asymptote  und  den  Vector  zwischen  Kurve 

und  Asymptote  —  Cissoidenviereck  —  ist 

1  1  J^  =  " 

F  =  -—  d^  qp  H — ^  d^  ^     2    sin  "k  V- 

2  2  k  =  I 

Es  ist  aber  sin  'k  ^  =  ','22  sin  ^k  i/»  =  V^  (1  —  cos  2k  ^) 

1  1         " 

also  V  ^  "^    o    f <r  V*  "^  ^^^  2 kr/;. 

2  2         1 

Nach    einer    bekannten   Trigonometrischen  Formel 

•  f  V  Ol    ,         sin  (n  +  V,)  2  ^ 

ist  ff  ^  2  cos  2  k  1/»  = -; — -. —  1  und 

1  2  sin  V» 

1  1     ^  sin  (n  +  ^g  2V> 

-^  i/>  o  =  -?i ^ — r V,  yu,  und  wenn  n 

2  ^  2  2  sin  1/»  -   ^ 

über  jedes  Mass  gross:   Vg  V"^  =  '4  sin  2  qp,  also 
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Fig.  31. 
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6)  F  =  3'^  d"  9P  —  Vg  «l^  sitt  2  gp ;  in  Worten : 
Das     Cissoidenviereck     ist     gleich    dem 

doppelten  zugehörigen  Sector  des  Leit- 
kreises (B^  M  S^)  vermehrt,  nun  das  zuge- 
hörige Segment  desselben  (S^  B^). 

Nimmt    man     vom    Kisso'idenviereck    das  Trapez 

A  P  D'  S^  weg,  welches  =  ^^  d"^  sin  2  (p  -\ — ^  d^  cosy 

sin*  q>,    so    ist    die   Fläche    J,    begrenzt    von    Kurve, 

Abscisse  und  Ordinate : 

ßa)  J  =  3/^  d^  9P  —  ^'g  d-  sin  2  gp  —  ^1^  d^  cos  (p  sin  ^  cp. 

jt 
Ist  (p  =  -^,  so  ist 

n 

7)  J  =  ^\^  d^  —  d.  h.,  wie  Huygens  gefunden: 

Das  Flächenstück  zwischen  der  ganzen 
Cissoi'de  und  ihrer  Asymptote  ist  dreimal 
so  gross  als  der  erzeugende  Kreis.  Die  vor- 
stehende Methode  der  Quadratur  ist  ohne  weiteres  auf 
die  aus  der  Ellipse  hervorgegangene  Cisso'ide  an- 
wendbar. 
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Cassini'sclie  Kurven  oder  Lemuiscaten. 

§.  38. 

Gegeben  seien  die  Punkte  F  und  F^,  „die  Brenn- 
punkte", es  soll  der  Ort  des  Punktes  P  bestimmt  werden, 
für  den  das  Produkt  (Rechteck)  seiner  Entfernungen 
von  F  und  F^   gleich  dem  konstanten  Quadrat  c^  ist. 
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Die  konstante  Entfernung  FF'  sei  2a  (Fig.  35)1 
(a  die  „Brennweite'').  Der  Axenwinkel  sei  90°,! 
die  Mitte  M  von  F  F,  sei  Nullpunkt,  M  F,  (F,  rechts 
von  M)  sei  +  X ;  ferner  P  F  =  (> ;  P  F,  =:  ^^  ;  p  M  ^  r. 
Winkel  T  M  F,  =  (p.  Nach  dem  Cosiiiussatz  ist  a)  im 
Dreieck  P  M  F 

Q^  =  (r'^  +  a^)  +  2a  r  cos  (p. 

h)  Im  Dreieck  P  M  F, 

p,  '^  =  (r'^  +  a*)  —  2  ar  cos  (p. 

Multipliziert  man,  so  erhellt 


Fig.  35. 


1)  (>'^  Pi"  =  (r"  +  a")^  —  4  a^  r"  cos'"  <p  =  c* 
oder: 

2)  r*  —  2  a'  r"  cos  2<p  =  c*  —  a*  =  d*. 

Die  Gleichung  2  ist  die  Gleichung  der  Ortskurve 
in  Polarkoordinaten  mit  M  als  Centrum  oder 
Pol  und  M  Fj   als  Polaraxe. 

Man  sieht  sofort,  dass  3  Fcälle  zu  unterscheiden: 
c>  a;  c  <a;  getrennt  durch  c  =  a.  Die  Kurven  heissen 
gemelnsaiu :  Cassini 'sehe  Kurven  oder  Lemnis- 
cateu,  sie  spielen    in    der  Optik    eine  Rolle    und    er- 
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scheinen  im  Polarisationsapparat,  wenn  aus  einem 
optisch  zweiaxigen  Krystalle  eine  zur  Winkelhalbieren- 
den der  Axen  senkrechte  Platte  geschnitten  wird. 

X  * 

Da  cos  q)  =  —  und  r^  =  x^  +  y^^  so  hat  man 

3)  4a^  x^  =  (r2  +  a')'  — c*  =  (r^4-a'''  +  c-)(r^  +  a^-c^) 
la'^  y''  =  c*  —  (r^  —  a-)'^  =  {r'  +  c' -  a^)  (c'^  +  a^  —  r''). 

Jede  der  Gleichungen  3)  zeigt,  dass  die  Kurven 
vom  4.  Grade  sind.  Benutzt  man  beide  Gleichungen 
3),  so  sind  die  beiden  Yariabeln  x'"*  und  y^  mittelst  der 
Grösse  r^  einfach  ausgedrückt,  r  heisst  dann  ein  Para- 
m  e  t  e  r  und  die  Einführung  eines  Parameters  ist  für 
höhere  Kurven,  besonders  für  Transcendente  oft  sehr 
zweckmässig.  Ersetzt  man  r^  durch  x^  +  y",  so  er- 
hält man 

4)  (x^  +  y'  +  a^)2  =:  c*  +  4a^  x^  oder 

5)  (x^  +  y^)^-2a^(x^-y^)  =  d^ 

Die  Gleichungen  4  und  5  enthalten  nur  die  Quadrate 
von  X  und  y,  daher  sind  beide  Axen  Symmetrie- 
a  X  6  n  der  Kurven  und  es  gehören  immer  4  Punkte 
zusammen,  deren  Koordinaten  sich  nur  durch  die  Vor- 
zeichen unterscheiden  (cf.  §  1),  wir  wollen  sio  ein 
System  „gep  aart  er"  Punk  t  e  nennen.  Man  kann 
sich  also  bei  der  Untersuchung  der  Gestalt  der  Kurven 
auf  den  Quadranten  I  (-j-  x,  -j-  y)  beschränken. 

Für  die  Konstruktion  der  Kurvenpunkte  kann  man 
sich  entweder  des  Potenzsatzes  beim  Kreise  bedienen 
oder  (Fig.  36.),  man  schlägt  nun  F  und  F^  mit  ßadien 
Q  und  ()j  Kreise ,  so  dass  p  (»^  =  c"^  ist.  Ist  z.  B« 
A  B  C  D  ein  Quadrat  mit  der  Seite  c  und  verbindet 
nun    B    mit    einem    beliebigen  Punkt    G    auf  AD,  so 
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schneidet  B  G  die  Seite  CD  in  E  so,  dass  A  G.E  C 
=  c"  ist.  Durch  Drehung  des  Strahles  B  G  erliält  man 
alle  zusaranienpassendeu  Werte  von(»  und  Q^,  von  0  bis  oo  . 
Die  Kreise,  die  man  um  JF  und  F,  mit  A  G  und  E  C 
schhägt,  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  2  Punkten, 
und  durch  Vertauschung  von  A  G  und  E  C  erhält 
man  die  beiden  anderen  mitgepaarten  Punkte. 

A  B 


Fig.  36. 


Wie  auch  c  sein  mag,  so  hat  eine  Schaar  jener 
Kreise  immer  reelle  Schnittpunkte,  denn  wenn  der 
Radius  q  sehr  gross,  so  ist  q^  sehr  klein  und  der  Kreis 
um  V  schliesst  jenen  um  F,  ein,  -wenn  aber  q  sehr  klein 
und  p,  sehr  gross,  so  ist's  umgekehrt,  dazwischen  musa 
also  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kreise  sich  schneiden. 
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Die  Gleichung  3  zeigt,  das3  wenn  y  =  0  ist, 
x"  =  c'  -|-  a^  oder  a^  —  c'^  ist ,  die  Kurve  muss  also, 
wie  auch  c  sei,  die  X-Axe  in  den  zwei  (reellen)  Punkten 
y  =  0,x  =  +  )/  c"'^  +  a'"*  schneiden ;  die  beiden  anderen 
Schnitte  sind  imaginär  (unsichtbar),  wenn  c>  a,  reell 
wenn  c  <  a^  und  fallen,  wenn  c  =  a  in  M  zusammen, 
der  dann  doppelt  zuzählen  ist.  Man  sieht  aus  jeder 
der  Gleichungen,  dass  M  das  Centrum  der  Kurve  ist, 
allerdings  im  eigentlichen  Sinne  d.h .  so,  dass  jedeStrecke, 
welche  durch  M  geht  und  zwei  (reelle)  Kurvenpunkte 
verbindet,  in  M  halbiert  wird,  nur  wenn  c^_  a  ist;  da, 
wenn  c  <  a  Gerade  durch  M,  deren  Gleichung  also  von 
der  Form  y  =  ry  ist,  die  Kurve  in  zwei  Paar  reellen 
Punkten  schneiden  können  (/ll^),  ( — A.\  —  /t*),  (>l  M/t^), 
( —  ^^1 —  f*')  und  nur  dieVerbindungssehnen  von  Punkten 
mit  entgegengesetzten  Koordinaten  werden  in  M 
halbiert. 

Ist  X  =  0,  so  ist  y^^c^  —  a^  oder  (c^  -|-  a^);  zwei 
Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Y-Axe  sind  also 
stets  imaginär,  die  beiden  andern  nur  reell,  wenn  c  >  a. 
Ist  c  r=  a,  so  fallen  auch  diese  beiden  in  M  zusammen. 
Wenn  aber  c  <  a,  so  besteht  die  Kurve  aus  zwei  ganz 
getrennten  symmetrischen  Teilen,  die  sich  auf  der  Grenze, 
wenn  c  =r  a,  in  M  vereinen;  wenn  c  >  a,  so  bildet  die 
Kurve  nur  einen  Zug.  Die  Kurven  liegen,  wie  2)  oder  3) 
zeigt,  stets  im  Endlichen _,  da  r^  in  die  Grenzen 
c^  +  a^  und  c^  —  a''*  eingeschlossen ,  und  wie  5)  zeigt 
auch  x"  —  y^5  sie  haben  also  keine  reellen  Asymptoten. 
Gleichung  3)  zeigt,  dass  4a^  y"  und  damit  y"  und 
damit  der  absolute  Betrag  von  y„iy|"  am  grössten, 
wenn  r^  =  a*,  r  =  a  ist,  d.  h.  also  in  den  4  Punkten, 
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in  denen  der  Kreis  um  IM  mit  Kadius  M  F^   die  Kurve 

c* 
schneidet,  und  dass  dort  lyl  =  --     ist.      Da     aber    x'^ 

2a 

nur   positiv,    x   reell,    wenn    r*  >  c'"  —  a*  ist,  so  sind 

diese    Punkte    nur    dann    vorhanden    (reell),    so    lange 

a-  >  c^  —  a\;ist,  d.  h.  c"  <  2a-  ist."  Die  Kurven  haben 


Flg.  37. 

dann  in  diesen  Punkten  2  Doppeltangenten,  welche 
der  X-Axe  parallel  sind. 

Die  Gleichung  4)  lehrt,  dass  der  kleinste  Wert  von 
r*  -\-  a.^  und  damit  von  r'^  und  r  eintritt,  wenn  x  =  0, 
r^  =  c'  —  a"'*  ist.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  so  lange 
c^  <  2a  ist,  die  Kurve  an  diesen  Stellen,  wo  sie  die 
Y-Axe  schneidet,  eine  Kinsenkung  hat,  die  sich  je 
näher  c*  an  2a"  kommt,  verliert  und  umgekehrt  immer 
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stärker  wird,  wenn  c"  abnimmt  und  sich  a'  nähert,  bis 
für  c  =  a  die  beiden  Eiuseukungsorte  sich  zu  einem 
Doppelpunkt  in  M  vereinen.  Wird  C"  noch  kleiner, 
so  reisst  die  Kurve  auseinander  und  bildet  zwei  ge- 
trennte Ovale,  während,  wenn  c'  ==  2a''  die  Kurve  die 
Gestalt  eines  Ovals  hat,  wie  die  Figur  37  zeigt,  in  der 
die  beiden  Grenzfälle  c  =  a  und  c^  =  2a^  ausgezogen^ 
die  anderen  punktiert  gekennzeichnet  sind. 

Den  Beweis  der  Einsenkung  giebt  Gleichung  3 ; 
da  wie  4)  zeigt,  r  sich  für  von  0  aus  wachsende  oder 
abnehmende  Beträge  des  x  stets  um  positive  Beträge 
ändert,  so  ändert  sich  4a^  y^  in  der  Nähe  von  x  =  0, 
bezw.  r^  =r  c^  —  a"  um  2e  (2a^  —  c^) ,  wo  s  die  in 
dieser  Umgebung  stets  positive  Aenderung  von  r'-  be- 
zeichnet. So  lange  also  2a^  >  c^,  wächst  4a^  y"  und 
damit  |y|  zu  beiden  Seiten  der  Stelle  x  =  0  und  |y 
hat  dort  ein  Minimum  V  c''  —  a.'\  Wird  c^  =  2a*, 
so  wird  für  x  =  0  y^  =  a"  und  der  Kreis  um  M  mit 
a  berührt  die  Kurve  in  den  Punkten,  wo  sie  die  Y-Axe 
schneidet  und  y|  zugleich  sein  Maximum  hat.  Die 
Kurve  hat  dann  mit  den  beiden  Parallelen  zur  X-Axe 
y  =  Hh  a  nur  den  Punkt  x  =  0  y  =  +  a  gemeinsam, 
und  keine  weiteren  reellen  oder  imaginären,  d.  h.  alle  4  ge- 
meinsamen Lösungen  fallen  in  die  Eine  zusammen ,  die 
Kurve  hat  dort  eine  D  op  p  e  Ita  nge  n  t  e,  deren  beide 
Berührungsstellen  zusammenfallen,  (aber  keine  Weude- 
tangente). 

Der  Gleichung  der  Kurve  Hess  sich  die  Form  geben: 

5)     (x'  +  y')'  —  2a-  (x-  —  y-)  =  c*  -  a*  =  d^ 

d* 
Setzt  man  darin  x'-  -j-  y-  =  y' ;  x'  —  y'-^  x' ^r-y 

so  geht  5)   über  in  G)  y'    =  2a-' x'. 
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Dies  ist  die  Grleichiing  einer  Parabel, 
deren  Parameter  a"^  ist. 

(Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  x"-,  y'-;  a^  Mass- 
zahlen sind,  also  Zahlen,  und  wieder  auf  eine  Strecke 
als  Einheit  bezogen  werden  können).  Wir  haben  den 
wichtigen  Satz : 

„Alle  Cassinischen  Kurven  derselben 
„Brennweite  a  gehen  aus  derselben  Parabel 
„mit  dem  Parameter  a^  d u  r  cli  eine  einfache 
„Transformation  2.  Grades  hervor. 

Da,    wenn   x  =  0   und   y^O   ist,   y'=:0   und  x' 

d*     .  . 

=  -^  ist,    so    hat    diese  Parabel,    wenn  +X    als   ihre 

Hauptaxe    angesehen    wird,    den    Scheitel    auf    dem 

Punkt,    der    in  Bezug    auf   die  alten  Koordinatenaxen 

d* 
die  Koordinaten  y  =  0 ,  x  =  —  -   .^  hat.     Je    nach    dem 

Wachsen  von  c'  entfernt  sich  also  der  Scheitel  auf  der 

a" 
X-Axe  vom  Punkte  -\-        aus  nach  links,  bei  c  =  a  ist 

er  in  M.  Jedem  Parabelpunkt  (x*  y')  entspricht  ein 
System  gepaarter  Cassinischer  Kurvenpunkte,  die  man 
einfach  konstruieren  kann  als  Schnitte  des  Kreises 
x^  -|-  y'^=y,    und    der    gleichseitigen    Hyperbel    x'^ — y' 

d*    *  .  . 

=  x' — —  .^.  Jeder  Parabelsehne  entspricht  ein  cen- 
traler Kegelschnitt,  der  die  Kurve  in  2  Systemen 
schneidet,  er  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 
7)  x^  (r,  "M- r;^-2a^)  +  y  ^  (r/ +  r/ +  a^^  -  (y,  y,  +  d  ^) 
=  0.  Einer  Schaar  paralleler  Parabelsehnen  entspricht 
eine  Schaar  ähnlicher  Kegelschnitte.     Der  Tangente  an 
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die  Parabel  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  die  Kurve 
in  den  4  Punkten  des  entsprechenden  Systems  berührt, 
die  Tangente  an  jenen  Kegelschnitt  in  einem  dieser 
Punkte  ist  zugleich  Tangente  an  die  Kurve  in  jenem 
Punkte,  und  dies  giebt  ein  Mittel,  die  Gleichung  der 
Tangente  fast  ohne  Rechnung  abzuleiten. 

Es  sei  P  {  (sp  Yp)  der  Punkt  der  Kurve,  P* 
<  (x'pi  y'p')  der  entsprechende  der  Parabel,  die  Gleich- 
ung der  Tangente  an  die  Parabel  in  P^  ist  (S.96) 

y'y^pi  =  a"  (x^ -|- x'pi),  also  die  des  Kegelschnitts, 
der  die  Cassini'sche  Kurve  in  P  berührt: 

8)  x^  (rp  -  a^)  +  y^  (r^  -f  a'^)  =  a'^  (xj-y^)  +  d* 

(Man  braucht  nur  in  7)  r^  und  r,  =  rp  zu  setzen.) 
Die  Gleichung  der  Tangente  an  diesem  Kegelschnitt 
im  Punkte  P  ist  (cf.  S.  80). 

9)  x  xp  (r',  —  a')  +  y  yp  (rp  +  a")  =  a"  (x^  —  yj)  +  d*. 

Dies  ist  also  die  Gleiclmiiar  rtor  Tangrente  für  alle 
Lemniscaten. 

Der    Richtunosfaktor    r  =  tga    ist    =  =  —  — 

V  yp 

rp  -p  a 

Da    Xp:yp=:cotgp    ist,    so   führt    man    lieber    den 

Richtungsfaktor  r^  =  —         der  Normale   ein,    und  er- 

hält,  wenn  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  ~-\~  X  bildet, 
a^  genannt  wird  : 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  12 
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10)   -^— = -,  --i  oder  10=0     •   \-r-^ 
'    tg^)       r  — a*  '   ^\xi[a  —ff) 


Auf  beide  Fonnelu  lässt  sich  eine  einfache  geo- 
metrische   Konstruktion    der    Tangente    in   P    gründen 

(Fig.  38). 

M  ist  der  Mittelpunkt,  P  der  Kurvenpunkt,  N  P 
die  Normale,  PT  die  Tangente,  PQ  die  (h-dinate  yp 
oder  y,  M  Ci  die  Abscisse  x,  NQ  die  Subnorniale,  (^T 
die  Subtaugente  s,  PNT  ist  «',  PMN  ist  (f.  Man 
mache  QN'  =^  QN,  so  dass  also  auch  P  N  =  P  N',  dann 

MN 
r 


giebt    der    Sinussatz    aus     dem    Dreieck     M  P  N 


sin  (a' — qp) 

sin  a' 
sin  {a}  -\-ff)_ 


und  aus  MPN' 


MN^      sin(a'  +  «p) 


,  also 


MN' 
MN 


Da    aber   MN'-f  MN  =  x 


sin  (a* — tf) 

+  NQ  +  X  —  N  Q  =  2x,  so  hat  mau  nur  nötig,  MQ  zu 
verdoppeln  bis  M'  und  MM'  in  N  so  zu  teilen,  dass 
MN:NM'  =  a-:r'  ist,  so  ist  N  P  die  Normale  und  PT 
die  'i\"ingente.  Diese  Konstruktion  ist  ebenso  allgemein 
wie  die  S  t  e  i  n  e  r '  s  c  h  e  ,  welche  auf  geometrischen  Be- 
trachtungen beruht.  —  Mau  kann  auch  die  Subnormale 
N  (^    benutzen,    ebenso    wie    die    Subtangente.      Es    ist 
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NQ      1-— a- 

=~2~; — 5;  fühi't  mau  den  Hilfswinkel  ik  ein  durch 

X        r'  +  a-' 

a 
tg^  =  — ,  so  ist  NQ  r:  xcos2^,  woraus  die  Konstruk- 
tion sich  leicht  ergiebt. 

Schlägt  man  über  M  T  einen  Halbkreis ,  der  P  Q 
in  S  triflft,  so  istSQ^  =  MQ.QT,  aber  y^  =  NQ.QT, 
somit 


SQ2        r-— a-       ,         SQ 
—  -17   oder 


r^  +  a'^  y 


§  39.    Die  schlichte  Lemniscate, 

Der  Name  Lemniscate  stammt  aus  dem  Griechischen 
und  bedeutet  „Schleifenlinie",  er  passt  daher  nur 
für  die  Kurve  c  ^  a,  und  ist  von  dieser  auf  die  andern 
Cassini'schen  Kurven  übertragen ;  für  sie  ist  d  =  0,  und 
es  vereinfacht  sich  besonders  die  Polargleichung  2, 
welche  übergeht  in  r^  (r- — 2a^co3  2^)  =  0.  Diese 
Gleichung  stellt  eigentlich  den  Punkt  r  =  0.  d.  h.  also 
M  doppelt  dar,  und  ausserdem  die  Kurve  r'^ — 2a'' cos  2^ 
=  0.  Da  aber  für  &  =  45"  bezw.  135''  r  auch  =  0  ist, 
so  geht  diese  Kurve  durch  den  Punkt  M  ohnehin 
doppelt  und  wir  haben  als  Polargleichung  der 
Lemniscate 

11)  r'— 2a- cos  2^  =  0. 

Die  Gleichung  zeigt  sofort,  dass  wenn  &  von  0 
bis  45  geht,  r^  und  damit  r  abnimmt  von  2a-  bezw. 
•a  y2  bis  0,    für  r>  =  30  ist  r  =  a,    also   ist  der  höchste 

Abstand  von  der  Hauptaxe  FF^   gleich  -^a,    das    zu- 

gehörige  x    ist    die    Höhe   des    gleichseitigen    Dreiecks 
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(Fig.  39),  von  ^  =  45  bis  i:}5  ist  r"  negativ,  also 
schneidet  der  Leiistrahl  r  die  Kurve  in  diesem  Inter- 
vall nicht  (sichtbar),  von  135  bis  225  (d.  h.  von  180—45 
bis  180  +  45)  wächst  r  von  0  bis  a  \2  und  nimmt 
wieder  ab  bis  0,  von  180  +  45  bis  270  +  45  ist  r' 
negativ^  von  270  +  45  bis  360  wächst  r  von  0  bis  a  |  2. 
Der  Punkt  M  ist  Doppelpunkt,  denn  jede  Gerade 
durch  M,  deren  Polargleichung  ^  =  «  für  den  oberen 
.Strahl,  und  ^  =  180+  a  für  den  unteren  ist,  schneidet 


Fig.  39. 


die  Kurve  ausser  in  M  in  zwei  reellen  (oder  imagi- 
nären) entgegengesetzten  Punkten.  Für  die  Geraden 
f*  =  45— (45  +  180)  —  und  ^  =  135  bezw.  (135  +  180) 
fallen  alle  4  Schnittpunkte  in  M  zusammen,  uud  da  M 
zu  beiden  Aesten  der  Kurve  gehört,  so  hat  jede  von 
ihnen  mit  dem  betreffenden  Ast  drei  Punkte  gemein- 
sam, diese  Geraden  ^  =  45  und  ^  —  135,  sind  da- 
her Wendetangenten  (Fig.  39). 

Die    verwandte  Parabel    hat   ihren    Scheitel    in  AI, 
der  berührende  Kegelschnitt  ist  Ellipse,  so  lange  r  >  a 


i 
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(1.  li.  von  ^^0  bis  ^  =  30  und  Hyperbel  von  ^  =  30 
bis  ■&  =  45,  für  r  =  a  artet  dieselbe  aus  in  das  Doppel- 
tangentenpaar 4y^ — a^  =^  0.  Die  Gleichung  der  Tangente 
wird 

12)  xxp  (rp^-a^)  +  y  jp  (rp^  +  a^)  =  ^rp*  -  a^ 

(xp'— yp'). 

Die  Gleichungen  10  und  10*  enthalten  c  nicht, 
bleiben  also  bestehen,  da  aber  r^  =  2a^  cos  2'^,  so  geht 
10^)  über  in  sin  (^a^  -{-■&)  =  2  sin  (a^ — d')  cos  2  ^  =  sin 
(a'  +  -^)  +  8in(a'— 3i?),  d.  h.  aber  sin  {a^—3&)  =0  und 
daraus  folgt  der  merkwürdige  Satz  a^  =  3i9',  d.  h.  in 
Worten : 

Die  Normale  schliesst  mit  dem  Leit- 
strahl nach  dem  Berührungspunkt  die  doppelte 
Amplitude  ein. 

Der  Satz  gilt  seinem  Woi'tlaut  nach  eigentlich  nur 
für  den  1.  Lemniscatenquadranteu,  man  sieht  an  der 
Figur  sofort,  wie  er  in  den  andern  Quadranten  abzu- 
ändern. Aus  ihm  folgt  sofort  eine  sehr  einfache  Kon- 
struktion der  Normale  und  damit  der  Tangente. 

"Wählt  man  die  beiden  "Wendetangenten  als  Axen, 
d.  b.  also,  dreht  man  das  Axenkreuz  um  45°  im  Sinne 
des  Uhrzeigers,  so  bleibt  r  ungeändert  und  wenn  die 
rechte  untere  Wendetangente  zur  Polaraxe  gemacht 
wird,  so  ist  ^  =z  d-^ — 45  und  die  Gleichung  der  Lemnis- 
cate wird 

13)  r^  =  2a'sin2ö';  _ 

gleichzeitig  ist  x  =  r  cos  (^' — 45)  =  (y^  +  x')  l  -^     und 

/T 


y  =  rsin(,^'-45)  =  (y'-x^)'|/^ 
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(Die  Benützung  der  Polarkoordinaten  ist  ein  selir 
einfaches  Mittel,  die  Ivoordinatentransforniationsformeln 
aus  §  13  herzuleiten).  Die  Gerade,  welche  in  P  auf 
MP  senkrecht  steht,  schneidet  (Fig.  40)  die  neuen 
Koordinatentangenten  in  A  und  C  und  es  ist  M  A  =  »? 


=  -.-TH  und  M  C  =  I 
sini>' 


-»  „  somit  Dreieck  M  A  C, 


weil  gleich   ~^  i  v —  ..   •     o .         m  —     •    ««i 
^  2        '        2  3ia^'cosi>'         sin  2^' 

14)  M  A  C  =■  2a^:  Die  Senkrechte  auf  den 
Leitstrahl  im  Lemniscatenpuukt  schneidet 
von  den  "Wendetangenten  ein  Dreieck  vom 
konstanten  Inhalt  2a'^  ab. 

Diese  Senkrecht«?  umhüllt,  heisst  dies,  eine 
gleichseitige  Hyperbel  von  der  die  Wende- 


§  39.     Die  sclilichte  Lemniscate. 
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tangenten  die  Asymptoten  sind  und  deren 
Axen  mit  denen  der  Lemniscate  zusammen- 
fallen und  die  Länge  a  ]/  2  der  Hauptaxe  haben, 
oder:  (Fig.  41) 


Fig.  41. 

Fällt  man  vom  Centrum  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  auf  die  Tangenten  die 
Lothe,  30  ist  der  Ort  der  Fussp unkte,  die 
Fusspunktenkurve,  die  Lemniscate  mit  der- 
S  e  1 1.)  e  n  Ha  u p  t  a x  e. 


184  XII.  Abschnitt.  Cassini'sche  Kurven  oder  Leinniscaten. 

Die  Brennpunkte  der  Lemniscute  liegen  dort,  wo 
die  Leitlinien  der  Hyperbel  die  Hauptaxe  schneiden. 

Da  die  Hyperbeltangente  in  der  Mitte  von  A  C, 
im  Punkte  Q,  ihre  Kurve  berührt,  und  Dreieck  (^  M  C, 
bezw.  Q  M  A  gleichschenklig,  so  werden  P  und  (^  durch 
die  Hauptaxen  harmonisch  getrennt  und  man  kann 
auch  sagen: 

,,Die  Lemniscate  ist  der  Ort  der  Punkte 
,,der  Tangenten  der  gleichseitigen  Hyjjerbel, 
„w  eiche  durch  dieAxen  harmonisch  vomlJe- 
,,rührungspunkt  getrennt  werden. 

Da,  wenn  man  M  Q,  den  Radius  vector  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  mit  q  bezeichnet,  qv  =  Dreieck 
A  M  C  =  2a"  ist,  so  steht  die  Lemniscate  zu  derselben 
Hyperbel  in  noch  engerer  Beziehung.  Da  M  Q  und 
M  P  symmetrisch  zur  Hauptaxe  liegen,  welche  sowohl  für 
die  Hyperbel  als  die  Lemniscate  eine  Symmetrieaxe 
ist,  so  liegt,  wenn  wir  auf  M  P  die  Strecke  M  Q'  gleich 
M  Q  abschneiden  (Fig.  40)  Q'  auf  der  Hyperbel  und 
ebenso  der  Gegenpunkt  P'  von  P  auf  M  Q  wieder  auf 
der  Lemniscate,  also,  wenn  man  von  M  aus  auf  jedem 
Radius  vector  M  Q'  der  Hyperbel  die  M  Q'  umgekehrt 

2a''' 
proportionele  oder  inverse  Strecke =;  M  P   ab- 
schneidet,   so    ist  der  Ort  aller  Punkte  P  die  Lemnis- 
cate und  wir  haben  den  Hauptsatz: 

Die  Leninisoate  ist  die  iuverse  Kurve  der  gleicli- 
seitijjen  Hyperbel. 

Diese  Beziehung  gestattet  in  einfachster  "Weise^ 
vgl.  §  35,  die  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
auf  die  Lemniscaten  zu  übertragen. 
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(Quadratur  der  Lcmiüscatc. 

Da  r  von  q>  =  0  bis  q>  =  45"  fortwährend  abnimmt, 
so  liegt  im  ersten  Quadranten  jeder  Sector  zwischen 
den  beiden  gleichschenkeligen  Dreiecken ,  welche  den- 
selben Winkel  bei  M  haben  und  deren  Schenkel  der 
grössere  oder  der  kleinere  Radius  ist.  Denkt  man  sich 
den  Winkel,  den  der  Vector  M  P  nach  einem  beliebigen 
Lemniscatenpunkt  M  im  ersten  Quadranten  mit  der 
Axe  bildet,  in  n  gleiche  Teile  geteilt  und  n  über  jedes 
Mass  gross ,  so  füllt  der  Inhalt  des  Sectors  zwischen 
dem  Vector  P  und  der  Axe  mit  der  Summe  der  gleich- 
schenkeligen  Dreiecke  zusammen  und  mau  erhält  ganz 
wie  für  die  Cissoide  S.  167. 

15)  S  gp  =  "  a^  sin  2  y  =  a^  X  y  :  r"''. 

In  Worten : 

Der  Lemniscatensector,  von  der  Axe  an 
gerechnet,  ist  gleich  dem  gleichschenkeligen 
Dreieck,  dessen  Schenkel  a  und  dessen 
Winkel  an  der  Spitze  gleich  der  doppelten 
Asymptote  ist.  Das  Feld  derLemniscate  ist 
gleich  dem  Quadrat  ihrer  halben  grossen  Axe. 


XIII.  Abschnitt. 
Die  Spirale  des  Archimedes. 

§  40.  Die  Spiralen. 

Transformiert  man  die  Gleichung  algebraischer 
Kurven  aus  Parallelkoordinaten  in  Polarkoordinaten, 
so    enthält    die    so    umgefoi-mte    Gleichung    wegen    der 


ISO       XIII.   AI)Mliiiitt.     Dif   S|)ir;ilc   dts   Airliiiiiedcs. 

Bezicliiiugeu  des  §  2,  nur  die  trigonoruetrisclien  Funk- 
tionen des  Richtungswinkels,  bezw.  der  Amplitude 
(Anomalie)  und  es  genügt  wegen  der  Periodicität  dieser 
Funktionen,  die  Amplitude  von  0  bis  2^  zu  nehmen. 
Anders  liegt  die  Sache  bei  transcendenten  Kurven, 
unter  diesen  sind  Klassen  denkbar,  bei  welcher  in  der 
Polargleichung  der  Kurve  0  selbst  vorkommt  mit 
oder  ohne  trigonometrische  Funktionen  von  €,  dann  er- 
hält der  Radius  r  für  0,  6  -{-  2^,  6  -\-  4  7i  etc.  im  Allge- 
meinen verschiedene  AVerthe,  und  die  Kurve  umzieht 
den  Pol  (Anfangspunkt)  in  unzählig  vielen  Windungen. 
Diese  Kurven  heissen  Spiralen  —  auch  Schnecken 
(haus)  linieii  —  unter  ihnen  hat  die  einfachste  Gleichung 
die  Spirale  des  Archiiuedes.  Diese  Kurve  wird 
von  einem  Punkt  P  beschrieben,  der  sich  vom  Pole  0 
aus  auf  einem  Strahl  gleichförmig  vorwärts  bewegt, 
während  der  Strahl  selbst  sich  gleichförmig  um  den 
Pol  0  dreht.  Nennt  man  die  Strecke  (Fig.  42)  0  C,, 
welche  P  während  einer  vollen  Umdrehung  des  Strahles 
0  P  auf  dem  Strahle  durchläuft,  den  Haupt vector, 
c,  so  verhält  sich  0  P  oder  r,  wenn  der  Strahl  sich 
um  den  Bogen  B  gedreht  hat  zu  c,  wie  6  za.  2^  und 
wird  c:27r  mit  a  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung 
der  Kurve  in  Polarkoordinaten 

1)  r  =  a  0. 

Da  2^,  das  Yerhältniss  der  Kreisperipherie  zum 
Radius,  nur  annähernd  berechnet  werden  kann,  so  sind 
c  und  a  inkommensurabel,  d.  h.  eine  Strecke  lässt  sich 
aus  der  andern  nur  annähernd  konstruieren ,  doch 
hindert  nichts  a,  d.  i.  der  Radius  des  Kreises,  dessen 
Umfang    c    ist,    als  Längeneinheit  zu  wählen  und  r:  a, 
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d.   i.   die  Masszahl    des  Radius  0  P,  als  Vector  einzu- 
führen und  mit  ^  zu  bezeichnen,  wodurch  1  übergeht  in 

p)  Q  =  e, 

wo  nun  Q  und   0  beides  Zahlen  sind. 

Giebt    man    dem    0    zuerst   nur    positive    Werthe, 
zuerst  von  0  bis  2  ^r,  dann  von  2  n  bis  4  ji  etc.  und  be- 


Fig.  42 

zeichnet  mit  Archimedes  das  Stück  der  Kurve  zwischen 
0  =  (k  —  V)  2  7t  und  0  :=  k  .  2^,  das  also  einer  ein- 
maligen ganzen  Umdrehung  des  erzeugenden  Strahl  ent- 
spricht, als  Spirale  k  .  Ordnung  oder  besser  k  Windung 
und  bezeichnet  die  Tläche  zwischen  zwei  aufeinander  fol- 
gende Windungen  als  Spiral-Intervall,  so  folgt  aus  1, 
bezw.  1*)  sofort,  dass  die  Schnittpunkte  jedes  Vectoren. 


IHH       XIII.  Al)scliiiitt.     Dio  Spiralo  dos  Aichiinedes. 

ötnihlsi  mit  der  Kurve  immer  um  2^  von  einauder 
entfernt  sind,  oder  kurz : 

Die  Breite  jedes  lutervalls  ist  gleich 
dem  Umfang  des  Einheitskreises,  bezw. 
gleich  dem  Haupt  vector. 

Man  sieht  sofort,  dass  die  erste  Windung  ganz 
umschlossen  wird  vom  Kreis,  dessen  Radius  der  Haupt- 
vector,  die  zweite  vom  Kreis,  dessen  Radius  2c  und 
sofort.  Zieht  man  in  derselben  Windung  zwei  Vectoren 
und  teilt  den  Winkel  zwischen  ihnen  in  n  gleiche  Teile 
und    nennt    die    zugehörigen    Vectoren    r  r,   r^   .  .  .  r', 

k  k 

so  ist  rij  =  ©k  =  0  +  —  (0'  -  0)  =  r  H (r'  —  r). 

Insbesonders  ist  der  Vector,  der  den  Winkel  zwischen 

zwei   Vectoren   r  und   r*    derselben   AVindung   halbiert 

gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  beiden.  Ist  speziell 

kc 
r  =  0,  r^  =  c  =  27r,  so  ist  rk  =  — . 
'  '  n 

Diese  Bemerkungen    geben    ein  Mittel,  um,  wenn 

der  Hauptvector  gegeben,  beliebig  viele  Kurvenpunkte 

zu    konstruieren.     Man    teilt    den    Einheitskreis    in    n 

gleiche  Teile  (hier  24),  teilt  dann  den  Hauptvector  in 

n  gleiche    Teile ,    zieht    vom  Pole    aus    nach    den  Teil- 

punkteu  des  Kreises  die  Strahlen  und  trägt  auf  ihnen 

1  2c 

vom  Pole  aus  der  Reihe  nach  —  c,    —  etc.  ab ,  so  ge- 

n     '     n  '        D 

hören  die  so  erhaltenen  Punkte  zur  Spirale ;  dabei  giebt 

n 

—  c    den  Punkt    C,   und  man  erhält,  wenn  man   dann 
n  ■  ' 

c  etc.    wieder   abträj^t ,    oder  was  dasselbe  auf 
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jedem  Strahl  von  dem  erhalteneu  Punkte  der  ersten 
Winduug  aus  die  Strecke  c  einmal,  zweimal  etc.  ab- 
trägt die  entsprechenden  Punkte  der  2.,  3.  etc.  Wendung. 
Durch  fortgesetztes  Halbieren  der  Winkel  zwischen 
2  aufeinander  folgenden  Radien  und  Abtragen  des 
arith  metrischen  Mittels  der  entsprechenden  Vectoren 
auf  den  Halbierungslinien  kann  man  die  Punkte  ver- 
dichten. —  Giebt  man  0  negative  Werte,  so  wird  auch 
r  negativ,  dies  ist  dahin  zu  interpretieren,  dass  die 
zugehörige  Strecke  auf  der  Verlängerung  des  zu  &  = 
—  >l  gehörigen  Yectors  über  den  Pol  hinaus  abge- 
schnitten wird ,  man  erhält  also  dieselbe  Sj^irale,  die 
zu  positiven  Werten  der  0  gehört,  nur  um  die  auf 
O  C  in  0  errichtete  Senkrechte  als  Axe  herumgeklappt. 
(Linksgewunden.) 

§  41.   Tangente,  Normale,  Subtangente,  Subnormale. 

Zur  Bestimmung  der  Tangeute  bedient  man  sich 
ganz  allgemein  bei  Spiralen  und  übei'haupt  bei  auf 
Polarkoordinaten  bezogenen  Kurven  der  ßoberval- 
Torricelli'schen  Methode,  welche  auf  den  Principien  der 
Mechanik j  speziell  auf  dem  Parallelogramm  der  Ge- 
schwindigkeiten beruht.  Wenn  ein  Punkt  irgend  eine 
Bahn  (Kurve)  durchläuft,  so  hat  er  in  jedem  bestimmten 
Augenblick  eine  Bewegung  in  bestimmter  Bichtung, 
welche  die  Resultierende  der  einzelnen  Bewegungen 
darstellt;  diese  Richtung  ist  die  Tangeute  au  die  Bahn- 
kurve, welche  nach  dieser  Auffassung  die  Gerade  ist, 
welche  in  dem  betreffenden  Punkt  für  eine  verschwindend 
kleine  Strecke  mit  der  Kurve  zusammenfällt  und  die 
Richtunoc  der  Kurve  an  dieser  Stelle  darstellt. 
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Man  kann  nun  eine  in  Polarkoordinaten  dargestellte 
Kurve  dadurch  erzeugt  denken,  dass  der  Strahl  OP 
sich  um  0  mit  einer  gewissen  im  Allgemeinen  ver- 
änderlichen Geschwindigkeit  droht  und  gleichzeitig 
Punkt  P  sich  auf  dem  Strahl  seihst,  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  bewegt.  In  einem  hinlänglich  kleinen 
Zeitmoinent  r  beschreibt  also  P  einen  verschwindend 
kleinen  Kreisbogen  qc,  wo  s  die  Zunahnie  der  Amplitude 
S  bezeichnet  und  rückt  auf  0  P  um  die  verschwindende 


(Flg.  43.) 

Strecke  rj  vorwärts ,  also  bewegt  er  sich  nach  dem 
Parallelogramm  der  Bewegung  (Fig.  4.3)  von  P  nach 
P'  und  P  P'  ist  ein  Bahneleraent  und  zugleich  ein 
Element  der  Tangente.  Nennt  man  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente,  auf  P  in  der  Richtung  der  Bewegung 
zulaufend,  mit  0  P  bildet  /»,  so  ist,  da  der  Kreisbogen 
auf  dem  Radius  senkrecht  steht,  und  also  P  Q  P'  ein 

r  e 
rechtwinkeliges  Dreieck  :  tang  ft  = . 

Errichtet  man  im  Pole  0  auf  dem  Vector  0  P  die 


1 
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Senkrechte  und  zugleich  im  P  auf  der  Tangente  die 
Normale  und  bringt  Normale  und  Taugente  in  N  und 
T  zum  Schnitt  mit  dem  Loth  in  0,  so  heissen  0  N 
und  0  T  Polar-Subnormale  und  Polar-Subtangente, 
Sil  und  St    und  man  hat: 

St  =  r  tgf*,  Sn  =  r  cot^u. 

Bei  der  Spirale  des  Archimedes  sind  Yector  und 
Richtuugsbogen  gleich ,  also  auch  ihre  Aenderuugeu 
E  und   7],  und  wir  haben  für  sie 

2)  tg  fi  =  e;  st  =  Q-]  Sn  =  1 ; 

Das  giebt  die  Sätze: 

Die  Tangente  an  die  Spirale  in  irgend 
einem  Punkte  macht  stets  mit  dem  zuge- 
hörigenVector  in  dem  vor  denBerührungs- 
punkt  liegenden  Teil  der  Kurve  einen  spitzen 
Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente 
gleich  der  Masszahl  des  Vectors  ist. 

2)  DieSubtangente  hat  durch  den  Radius 
des  Einheitskreises  gemessen,  das  Quadrat 
der  Mass  zahl  des  Vectors  zur  Mass  zahl. 

3)  Die  Subnormale  ist  konstant  und  gleich 
dem  Radius  des  Einheitskreises, 

Die  letztere  Eigenschaft  weist  sofort  auf  die  Parabel 
hin  und  durch  Ausnützung  dieser  Beziehung  hat  ins- 
besondere Pascal  tiefliegende  Eigenschaften  der  Spirale 
verhältnissraässig  einfach  abgeleitet. 

Die  Konstruktion  der  Tangente  ist  in  Folge  vom 
Satz  3  völlig  elementar,  sobald  der  Radius  des  Ein- 
heitskreises als  gegeben  angesehen  wird.  Das  ist  in- 
dessen^ wenn  der  Hauptvector  gegeben  ist,  die  Kurve 
punktweise    konstruirt    ist,     nur    annähernd    der  Fall. 
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Da  die  Tangente  mit  der  Kurve  nach  ihrer  Erzeugung 
uur  eine  verschwindend  kleine  Strecke  gemeinsam  hat,  so 
kann  zwischen  ihr  und  der  Kurve  keine  andere  Gerade 
hindurchgehen;  der  Kreis  mit  0  P  scliliesst,  da  die 
Vectoreu  fortwährend  wachsen ,  den  dem  Punkt  P 
vorangehenden  Teil  der  Kurve  ein  und  wird  von  dem 
auf  P  l'olgenden  Teil  umschlossen,  die  Kurve  kann  also 
keine  Wendetangente  haben  und  es  kann  die 
Tangente  in  P  die  Windung,  zu  derP  ge- 
hört, nur  in  P  berühren.  Diese  Eigenschaft  der 
Tangente  ist  vom  Archimedes  ihrer  Definition  zu  Grunde 
gelegt.  Die  Auffindung  der  Spirale  steht  vermutlich 
in  Zusammenhang  mit  dem  Problem  der  Kreis-  bezw. 
Winkelteiluug,  denn  wenn  auf  mechanischem  Wege 
die  Spirale  gegeben  ist,  so  kann,  da  die  Vectoren  sich 
wie  die  zugehörigen  Richtungsbogen  verhalten,  die 
Kurve  umgekehrt  benutzt  werden ,  den  Bogen  in  vor- 
geschriebenem Verhältniss  zu  teilen. 

§  42.  Quadralur  der  Spirale. 

Die    von    einer    Spirale    beliebig    hoher   AVindung 

umschlossene    Fläche    lässt    sich    auf   ähnliche    Weise, 

wie  bei  der  Hyperbel  berechnen.     Seien  r  und  r'  zwei 

Vectoren    der    k  .  "Windung   0    und   Ö'  die  zugehörigen 

Amplituden,   0'  —  0  =^  r'  —  r,  also  das  Mass  des  von 

den  Strahlen  0  P  und  0  P'  eingeschlossenen  "Winkels. 

Denkt    man    diesen  Winkel    in  n  gleiche   Teile    geteilt 

und    die    zugehörigen    Vectoren    der    Kurve  ^    so     ist 

k  k 

rk  =  r  -|-        (r'  —  i'),  oder  ri^  =  r  -{-        d:     Macht  man 
n  ^  n 

n  über  jedes  Mass  gross,  so  kann  man  den  Spiralvector 
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Sk  zwischen    rk   und    rk  +   i,    als  A^ector    des   Kreises 

1       .^    d 

mit  dem  Radius  r'^  ansehen,  und  es  ist  Sk  =  ~7r  i'k    — 

^  1      d    <»        , 

und  der  ffanze  Spiralvector  selbst:   S  =     —  —    ^  ^k' 
*=  ^  2      n      1      "^ 

=  -V  d  V  '"^  oder:  S=    1    d  ^  (r  +  ^]^  ^  =  4"  ^^ 
2~'n  2^n/ii  2 

rk  d  k'  d-\ 

+  2  ^  +  ^- 

Es    ist,    wie   aus  der  Berechnung  der  elementaren 

GO   t         1    °°  k*       1 
Köri)er  und  Flächen  bekannt  ^  — ^=  -7r,2~i^"7r  also: 
^  0  n  2  '  0  u^       3 


S 


=  ^d  (r^  +  r d  +  3  ) ;   S  =  ^-  (r'-r)  ||r^  -f  r  (r>-r) 

(r^— r)'~l        1  2         1 

+  —3-      J  =  T  (^' -"')  (^"  +  ^-  r'  +  r '  )  =  -ß- 

(r^  -r  ). 
Also: 

3)  S  =  -g-  (r^-r)  (r^  +  r r^  +  ri^)  =  -^  (n^-r^). 

Der  Spiralsektor  zwischen  2  Vektoren 
derselben  Windung  und  dem  verbindenden 
Spiralbogen  ist  nur  von  den  Vectoren  ab- 
hängig, und  gleich  ^/^  der  Differenz  ihrer 
Kub  en. 

Dabei  sind  r*  und  r  als  Masszahlen  der  Vectoren 
in  Bezug  auf  die  Einheit  a  gedacht,  und  als  Flächen- 
mass  dient  a". 

Setzt  man  r  =  0  und  r^  =  2  7r  (d.  i.  also=:27ra 
=  OCj),  so  hat  mau  für  die  Fläche  der  ersten  Windung 

F.  =  f.4„-. 

Simon,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  13 
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Wird  also  c'    als  Flilcheumass    gewählt,    so  ist  P 

n  7 

(als  Masszahl  gedacht)  =  -  -.     Es   wird    F^  =       n.  \n^ 
o  o 

19 
Fg  =  -.-.4;r^  und  allgemein: 

oaN  p   -  3n(a-l)  +  1  ^ 

für    den  Inhalt    der    ganzen    von   der   u-Wiudung    um- 
schlossenen Fläche. 

Das  erste  Intervall  J,  =  F^ — F,  =  -—  ,  4;r^  das  2. 

12 
Intervall  J^  =  F3— F^  =   ^  n  .  4  tt^  allgemein  das  (n—1). 

Intervall  Fn— F„_i  :=  y   (n-1)  471^   oder  .1^  =  2  J, ; 

J3  =  3  Jj ;  Jn— 1  =  (n — 1)  Jj,  also  : 

Die  aufeinander  folgenden  Spiralinter- 
valle verhalten  sich  wie  die  aufeinander- 
folgenden Zahlen  der  Zahlenreihe. 


XIV.  Abschnitt. 
Die  Cycloide  oder  Radlinie. 

§  43.  Die  Rollkurven,  Krüniniun^. 

Eine  Kurve  K  rollt  auf  einer  festen  Kurve  f, 
wenn  die  Kurve  K  die  Kurve  f  beständig  berührt  und 
dabei  ihren  Bogen  auf  der  festen  Kurve  abwickelt,  so 
dass,  wenn  man  die  bewegliche  Kurve  in  zwei  Momenten 
t  und  t'  betrachtet,    in    denen    sie   f  in  B  und  B'  be- 
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rührt,  der  Bogen  BB*  der  festen  Kurve  gleich  dem 
Bogen  BB'  der  beweglichen  Kurve  ist,  also  gleich  dem 
Bogen,  den  B  inzwischen  auf  der  beweglichen  Kurve 
(scheinbar)  durchlaufen  hat.  —  Die  Kurve,  welche  bei 
dieser  Bewegung  ein  mit  der  rollenden  fest  verbundener 
Punkt  beschreibt,  heisst:  Rollkurve;  meist  betrachtet 
man  die  Kurve,  welche  ein  Punkt  der  beweglichen 
Kurve  selbst  beschreibt. 

Ist  A  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  K  (oder  mit 
ihr  festverbunden)  und  B  der  augenblickliche  Berüh- 
rungspunkt von  K  und  f,  so  ist  die  Bewegung  dieselbe, 
als  drehte  sich  A  B  für  einen  Moment  um  das  Centrum 
B,  das  im  nächsten  Moment  auf  f  sich  verschiebt^  d.  h. 
der  um  B  mit  BA  beschriebene  Kreis  muss 
die  ßollkurve  B  des  Punktes  A  in  A  be- 
rühren und  AB  ist  die  Normale  der  E,oll- 
kurve  in  A. 

Der  Kreis  um  B  mit  A  B  hat  aber  mit  R  im 
Allgemeinen  nur  die  Eine  Tangente  in  A  (Zwei  un- 
endlich nahe  Punkte ,  bezw.  Ein  Kurvenelement)  ge- 
meinsam, es  lässt  sich  aber  ein  Kreis  konstruieren,  der 
bei  A  zwei  Tangenten ,  oder  w.  d.  i,  drei  unendlich 
nahe  Punkte,  A  mitgezählt,  mit  der  Kurve  gemeinsam 
hat.  Dieser  durch  3  Punkte ,  also  völlig ,  bestimmte 
Kreis  heisst  :DerKrümmungskreisderKurve  in 
A,  sein  Badius  Krümmunga- Radius  ,  sein  Centrum: 
Krümmungscentrum,  es  ist  der  Schnittpunkt 
derNormale  in  Aund  einer  unendlich  nahen 
zweiten  Normale, 

Zur  Erklärung  folgendes :  Ein  Kreis  ist  in  sich 
verschiebbar  und  daher  auch  überall  gleich  gekrümmt  j 
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er  weicht  von  der  Geraden  um  so  stärker  ab,  ist  um 
so  stärker  gekrümrat,  jo  kleiner  sein  Radius  ist,  des- 
halb setzte  Newton  den  reciproken  Wert  des 
Radius  als  Mass  der  Krümmung,  zunächst  des 
Kreises.  Da  aber  für  jede  Kurve  in  jedem  Punkte  A 
sich  geueraliter  ein  Kreis  wie  oben  beschrieben  kon- 
struieren lässt,  der  sich  der  Kurve  in  A  enger  an- 
schmiegt als  jeder  andere  Kreis,  weil  er  mit  der  Kurve 
in  A  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  gemeinsam 
hat,  so  setzt  man  seit  Newton  die  Krümmung  der 
Kurve  in  A  der  besagten  Kreises  gleich,  und  daher 
heisst  er  Krümmungskreis. 

Es  ist  klar ,  dass ,  wenn  die  Kurve  in  A  eine 
Wendetangente  hat,  d.  h.  eine  Gerade,  die  ausnahms- 
weise an  der  Berührungsstelle  drei  unendlich  nahe 
Punkte  mit  der  Kurve  gemeinsam  hat,  der  Krümmungs- 
kreis dort  den  Radius  unendlich  hat,  d.  h.  in  eine  Ge- 
rade, die  Wendetangente,  übergeht.  Die  Kurve,  welche 
der  Ort  aller  Krümmungscentren  ist,  heisst  die  Abge- 
wickelte oder  Evolute,  denn  wenn  ein  um  sie  ge- 
legter Faden  so  abgewickelt  wird,  dass  er  stets  gespannt 
bleibt  (und  sein  Endpunkt  in  der  Anfangslage  auf  der 
gegebenen  Kurve  liegt),  so  beschreibt  sein  Endpunkt 
die  gegebene  Kurve,  welche  die  abwickelnde  oder  Evol- 
vente heisst.  Die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Evolute  ist,  dass  ihre  Tangente  stets  Normale  der  Evol- 
vente ist. 

Wir  betrachten  näher  nur  die  historisch  und  phy- 
sikalisch merkwürdigste  Rollkurve,  die  Bahn,  welche 
ein  Punkt  eines  Kreises  beschreibt,  der  auf  einer  Ge- 
raden rollt  (die  Kurve,  welche  ein  Radnagel  beschreibt, 
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wenn  das  Kad  auf  gerader  Schiene  rollt ,  ohne  zu 
gleiten)  und  verfolgen  die  Bahn  von  einem  Augenblick 
an,  wo  dieser  Punkt  die  Gerade  berührt. 

Die  Gerade  oder  Axe  sei  die  X.-Axe,  -j-  ^  in  der 
Richtung  der  Bewegung,  der  anfängliche  Berührungs- 
punkt sei  Nullpunkt  0 ;  +  Y  der  auf  der  Axe  in  0 
senkrechte  Durchmesser  des  rollenden  Kreises,  dessen 
Radius  r  ist.  (Fig.  44).  Es  ist  von  vornherein  klar, 
dass  die  Bahn  aus  lauter  kongruenten  Zügen  besteht, 
deren  jeder  Einzelne  einer  vollen  Umdrehung  des  Rades 
entspricht,  und  jeder  Zug  wieder  aus  zwei  symmetri- 
schen Teilen ,  entsprechend  der  ersten  und  zweiten 
halben  Umdrehung.  Wo  der  beschreibende  Punkt  die 
Axe  berührt,  ruht  er  einen  Augenblick,  und  daher  ent- 
stehen an  diesen  Stellen  Spitzen.  Die  Kurve  heisst 
Radtinie  oder,  seit  Galilei,  Cyclo  i  de,  doch  wird 
jetzt  dieser  Name  häufig  auf  alle  durch  Rollen  von 
Kreisen  entstandenen  Kurven  ausgedehnt. 

§  44.  Die  Cycloide. 

Sei  P.  ein  beliebiger  Punkt  der  Bahn ,  der  er- 
zeugende Kreis  (Eig.  44)  berühre  die  Axe  in  B,  dann 
ist  die  „specifische  Eigenschaft"  der  Kurve,  dass  OB 
gleich  Ki-eisbogen  P  B  ist.  Nennt  man  den  Massbogen 
(Bogen  im  Einheitskreis,  Argument)  des  „AVälzungs- 
winkels"  PMB  den  Wälzungsbogen  (Zeichen  p), 
so  ist  X  =  0  B — B  J  =  arc  P  B — P  Q  =  rp — r  sin  p  =  r 
(p  -  sin  p)  und  y  =  r  -f-  M  C  =  r — r  cos  p  =  r  (1— cosp). 
Also  sind  die  Gleichungen  der  Kurve 

1)  X  — r(p— sinp);  y  —  r  (1 — cosp). 
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Man  kann  p  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eli- 
minieren, da 

r— y 

p  =  arc  cos , 

IT  j,  1 

aber  diese  Elimination  ist  nutzlos,  und  wir  haben  hier 
den  Fall,  wo  es  durchaus  zweckmässig  ist,  beide  Ko- 
ordinaten mit  Hilfe  eines  Parameters  (vgl. 
Lemuiscaten)  auszudrücken,  hier  ist  der  Parameter  der 
AVälzungsbogen  p. 

Die  Gleichungen   lelireUj    was    a  priori    klar,    dass 
X  beständig  wächst,    da  p  seinen   sinus  mit  zunehmen- 


dem Werte  immer  mehr  übertrifft,  sowie  dass  y  eine 
periodische  Funktion  von  p  ist,  und  durch  Vermehrung 
von  p  um  Vielfache  von  2  Jt  (volle  Umdrehungen)  nicht 
geändert  wird,  und  in  jedem  einzelneu  Intervall  jeden 
Wert  zweimal  annimmt  (für  p  =  2kar-|-i)'  und  p 
=  2k7r-j-(2  7r — 19')),  nur  der  Maximalwert  für  p 
=  2k-p  -\-  ^  ist  seinem  korrespondierenden  gleich,  und 
gleich  2r. 

Die  Parallele  zur  Axe  im  Abstände  des  Durch- 
messers berührt  die  Kurve  in  allen  Höhepunkten,  und 
die  Kurve   liegt  ganz  in  dem  von  der  Axe  und  dieser 
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Parallelen  begrenzten  Streifen,  wir  wollen  sie  die 
Gegenaxe   nennen. 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises  beschreibt  die  Streifen- 
axe ,  man  kann  daher  auch  sagen :  Die  Cycloide 
wird  erz  eugt  dadurch  ,  dass  ein  Punkt  P  sich 
gleichförmig  auf  einem  Kreise  bewegt,  wäh- 
rend der  ganze  Kreis  sich  mit  gleicher  Gre- 
schwindigkeit  auf  einer  Tangente  verschiebt. 

Diese  Bemerkung  liefert  B.  Sei  (Fig.  44)  B^  P*  ß^ 
das  Rad  nach  einer  halben  Umdrehung,  und  die  Bogen 
P^  B^  und  P  B  gleich,  so  ist  P  B  parallel  und  gleich 
P^  B^  und  PP^  der  Axe  parallel.  Zieht  man  also 
durch  P  die  Parallele  zur  Axe,  welche  den  Kreis  um 
B^  /?»  in  P'  trifft  und  durch  P  zu  P^  B^  die  Parallele, 
so  trifft  sie  die  Axe  in  B,  dem  momentanen  Be- 
rührungspunkt und  damit  auch  dem  momentanen 
Drehungscentrum.  Also  ist  PB  die  Normale  (n) 
und  F  ß  die  Tangente.     Also: 

Die  Tangente  ist  die  Gerade,  welche 
den  Kurven p unkt  mit  dem  zum  Berührungs- 
punkt diametralen  des  erzeugenden  Kreises 
verbindet. 

Diese  Konstruktion  dankt  man  Descartes ,  man 
kann  die  Tangente  aber  auch  wie  Roberval ,  nach 
seiner  im  vorigen  Abschnitt  besprochenen  Methode 
konstruieren.  Punkt  P  hat  gleichzeitig  zwei  gleich 
schnelle  Bewegungen,  die  eine  in  der  Richtung  P  P\ 
die  andere  in  der  Tangente  des  Rades  in  P,  also  muss 
P  die  Richtung  einschlagen,  welche  den  Winkel  zwischen 
jenen  beiden  halbiert ;  dies  ist  aber  nach  den  elemen- 
tarsten Kreissätzen  (Sehnentangeutenwinkelsatz)  die  Ge- 
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rade  P  ß.     Der  Winkel^  welchen  die  Tangente  mit  der 

1  71  l 

Axe  bildet,  ist  also  gleich  90 „    w,  bezw.  ---  —  ^^  p. 

Man  kann  dies  durch  die  Henhnung  bestätigen. 

Die  liobeival-Toiicelli'sche  Methode  ist  von  Bariow 
und  Newton  zu  einer  für  alle  Kurven  giltigen  ausge- 
bildet worden. 

Das  Krünimung.scentruni  der  Ci'clo'ide  für  P  ist  der 
Punkt  K,  in  welchem  sich  die  unendlicli  nahen  Normalen 


P  B  und  p  b  (Fig.  44  und  45)  schneiden.  Diesen  sind 
P'  B'  und  p'  B  parallel.  Der  verschwindend  kleine 
Bogen  P  p  der  lladlinie  sei  a,  der  entsprechende 
kleine  Bogen  des  Kades,  den  P  auf  dem  Bade  be- 
schrieben, wenn  er  nach  p  gekommen,  sei  a^.  Es  ist 
dann  »r'n^Bb,  gleich  P'  p^  Nach  Definition  des 
Krümmungskreises  ist  or  =  PK.^,  wo  ^  das  Mass 
des  kleinen  Winkels  P  K  p  ist.  P  K  sei  q.  Der 
Bogen  a  wird    aber   auch    dadurch    erzeugt ,    dass  P  B 
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sich  Ulli  B  drelit,  und  zwar  ist  der  Drelmugsvvinkel 
gleich  dem  Winkel,  uui  dea  das  Rad  sich  gedreht,  also 
gleich  der  Aeuderung  des  Wälzungswiukelä  und  sein 
Mass  gleich  5  p.  Nach  Definition  des  Krümmungs- 
kreises  sind  die  Tangenten  in  P  und  p  an  diese  zu- 
gleich   die  Tangenten    an    die    Radliuie,  somit  hat  der 

"Winkel  P  K  p  das  Mass    yp  — •  gpp  =    ^^     S   p.        Also 

CT  =  ^  .  -—  (5  p  und  (7  =  P  B  .  ()  p^  also : 

2)  p  =  2  P  B. 

Der  K  r  ü  m  ni  u  n  g  s  r  a  d  i  u  s  der  C  y  c  1  o  i  d  e  ist 
das  Doppelte  der  Normale. 

Bildet  man  den  erzeugenden  Kreis  in  dem  Augen- 
blick, wo  er  die  Axe  in  B  herührt,  von  B  als  innerem 
Aehnlichkeitspunkt  in  gleichem  Massstab  ab  (Fig.  45), 
so  entspricht  dem  Punkt  P  der  Krümmungsmittelpuukt 
K,  dem  Bogen  P  ß  eutsjiricht  der  Bogen  K  C  und  da 
C  C  =  B  B\  so  ist  Bogen  C  K  =  Strecke  C  C,  d.  h. 
also,  wie  Huygens  gefunden  : 

Die  Evolute  der  Cyclo  i  de  ist  eine  ihr 
gleiche  Cyclo  i  de.  Das  die  Evolute  erzeugende 
Rad  rollt  in  entgegengesetzter  Richtung  und  ist  um 
eine  halbe  Umdrehunff  verschoben. 
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Das  Dreieck  P  K  p  ist  als  gleichschenkelig  zu  be- 
ti'achten,  weil  K  P  und  K  p  Radien  des  Krümmungs- 
kreises,  das  Dreieck  P'  E*  B',  dessen  Seiten  denen  des 
ersten  parallel  sind,  ist  ihm  ähnlich,  also  P'  ß'  =  E  B'. 
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Dreieck  P'  p'  E'  ist  ebenfalls  gleischschenküg/da  P'  p' 
Tangente  an  den  Kreis  in  P'  und  P*  ß^  den  Winkel 
zwischen  Tangenten-  und  Axenrichtung  halbiert,  somit 
ist  p'  B'  die  Gerade,  welche  die  Spitzen  zweier  gleich- 
schenkligen Dreiecek  über  der  Grundlinie  P*  *'  ver- 
bindet, steht  also  auf  P' e'  senkrecht  und  halbiert  es 
in  F'.  Die  Strecken  p*  /?'  und  E'  /S'  sind  als  gleich  zu 
betrachten ,  da  der  unendlich  kleine  Kreisbogen  auf 
seinem  Radius  senkrecht  steht,  somit  ist  die  Zunahme 
der  Sehne  p*  /?*,  wenn  sie  von  p'  /?'  in  P'  ß^  übergeht, 
halb  so  gross,  als  die  Zunahme  des  Kurvenbogens,  von 
p  ß  bis  P  ß  und  da  dieser  Schluss  für  alle  folgenden 
Lagen  bis  zu  ß  bestehen  bleibt ,  und  der  Bogen  P  ß 
die  Summe  aller  seiner  Teile  ist,  so  haben  wir  den 
Wren'schen  Satz: 

DerBogen  der  Cycloide  zwischen  einem 
Punkt  P  und  dem  zugehörigen  Höhenpunkt 
der  Kurve  ist  doppelt  so  gross,  als  die  zu- 
gehörige Sehne  des  erzeugenden  Kreises, 
d.  h.  also  doppelt  so  gross,  als  die  Kurven- 
tangente zwischen  Berührungspunkt  und 
Gegenaxe. 

Ein  ganzer  Zug  der  Cycloide  ist  das 
vierfache  des  Durchmessers  des  Rades. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur. 

Der  blosse  Anblick  der  Figur  41  zeigt,  dass  Trapez 
P  p  8  S  =  Trapez  P  p  q  Q  ist.  (Dreieck  P  S  ^  =  P  Q  /?, 
p  8  /J  =  p  q  ß,  als  Hcälften  des  Rechtecks,  Gleiches  von 
Gleichem  giebt  Gleiches),  Trapez  P  p  q  Q  ist  aber 
nur  das  parallel  verschobene  P'  p'  q'  Q",  somit  ist  der 
Flächeuraum      ausserhalb,      begrenzt      vom 
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Karvenbogen  P/?.  den  Strecken  PS  und  S  ß 
gleich  dem  halben  vom  B-ad  durch  die  zu  P 
gehörige  Rads  eh  ne  abgeschnittene  Segment. 

Der  ganze  Aussenraum  ist  gleich  der 
Kreisfläche. 

Das  Rechteck  zwischen  Axe  und  Gegenaxe  und 
den  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Zuges  ist: 
2r  .  2r  TT,  d.  i.  4r^;r,  der  Aussenraum  ist  r^yr,  also: 

Die  Fläche  (Eines  Zuges)  der  Radliuie 
zwischen  Kurve  und  Axe  ist  das  dreifache 
des  erzeugenden  Kreises. 


m*m^m*m*m^ 


'aqner 


g»r«ntirt  '  nycrw»«rhb»i, 
(mit  dett.  Wa^iser  T<;rdüDobar.} 


und  patent'rte 

Aquarell  =  färben. 

Jlliistrirte  Preisliste  B  mit 
Orlginalfarbaufstrichen  sendet 

Architecten, 
Ingenieuren, 

Geometern  u. 
Technikern 

jeden     Zweiges      kostenfrei      zur 
Orlentlrung  beim  Einkauf 

(§|ünther  yj/agner 

Fabriken  Hannover  u  Wien  X/I. 
Gegr.  1838.  is  Ausi. 


* 


9gtöl3  Kurier:  3Iurf)  kt  ber  gricditfi^cit  3Ilitrtum§funbc  ton 
Dr.  yi.  aJJoifj^  tft  bic  ^ar|teüung  condä  unb,  o^ne  ben  rDiifenfc^aft- 
Iid)en  Sfiaratter  ju  tjerleiignen,  populär  im  bcften  Sinne  be§  SBorteg. 

Se^rer-3^itung:  Sß>enn  eine  hirggebrängte  p^JjfifoUft^e  ®co» 
gropt)te  au§  ber  j^eber  eine§  fo  hlc^tigen  {^ad)manne§,  jpie  e§  5ßrof. 
©üntl^er  in  9)tüucf)en  ift,  eridieint,  jo  ift  ton  üomfierein  ju  er- 
warten, ba%  ba^  nur  etmai  ©ute»  fein  fann  3eber,  ber  ba§  93u(^ 
lieft,  wirb  iel)en,  bafe  er  jid)  in  biefer  Grlrartung  nicfit  getnufd)t  ^ot. 

9lu§Ianb:  Sount  je  ift  mir  ein  üöud)  ju  l9eft(f)t  gefommcn,  baS 
»Die  IRebmonn'ö  „bor  mcnfcf)Hti)cßiJrpct  unb  (Öefunbl)cit§lel)rc"  auf  fo 
Tlcinem  9ftaum  ein  fo  flarel  ^ilb  Pon  bem  93ou  unb  ben  2:£)ätigteiten  bti 
menfdi(id)en  ^örperä  geboten  {)ätte  Qd)  fte^e  nic^t  on,  ba§  SBerfc^en  al§ 
ein  für  ben  Untcrri^t  {jiJdjft  brauchbare?  ju  bejeidinen 

l'ittbl.  b  btfd)  Setirerjtg  :  5:ie  beiben  33änbcf)en  „fQatt-- 
mann  xton  Sluc  ic."  unb  „2BnItI)er  öon  ber  SJogelmeibe"  geben  eine 
Slu^roat)!  be§  SPcftcn  auS  bem  Söeften  unferer  altflßffifrf)cn  bcutfd)cn 
ßitteratur  im  urfprünglidien  Jejt  unb  gewähren  fomit  für  ein  S3iüigel 
einem  jeben  ©ebilbeten  bie  9]'?öglid)tcit,  bie  alten  ^$erlea  unferer  Sitterotur 
in  ifirer  femigen,  froftt)oIIen  Urfprocf)c  felbft  fennen  ju  lernen. 

3{ng.  ^f'tung  (9JJünd}en)-  Gflinger  bietet  in  „SirdjcnUcb  «nb 
8?oIf§Iieb,  geift(id)e  unb  meltlid)e  Stjrif  be§  17.  unb  18.  Qo^r^unbertS 
bi^  auf  Älopftocf"  ben  <Bi)üUxn  ein  cttanbtud),  ba#  ben  S8erftänbigercn 
für  ben  beutfd)en  Untcrrid)t  aemife  ^od)tt)iUfommcit  ift. 

93erl  p{)iIoIog  SB od)enf d)r if t:  Stcubing,  grieei^tfi^e  nnb 
tömifdje  2)Jl)t^ologic.  Sie  überaus  fc^irierige  9(ufgabe,  ben  mefent- 
Iid)ften  Qu^ialt  auf  nur  140  Sleinottaüfeiten  überfic^tlic^  unb  gemein* 
öerftänblid)  barjnftcden,  ift  oon  bem  SSerfaffer  be»  oorfte^enben,  in  bet 
befanntcn  3(rt  ber  „Sammlung  ©öfdicn"  anigeftotteten  S3üc^tein§  iw 
l^iJt^ft  onerfcHueuswerter  SSeife  gclöft  worben. 

3eitfd)rf  btfd).  Unterrid)t:2)ie  „?nt^oi^be«tft^e  Sitterotur' 
6d)auff(erg  ift  eine  ^od)crfrcuIid)c  (Sabc;  fie  beruht  überall  auf  ben 
tieueften  fjorfc^ungen  unb  giebt  im  31nid)Iufe  an  93raune,  ©ieoer§,  ^aul, 
9)JüIIen{)off  unb  Sdjerer  u.  a.  überall  ba^  SBic^tigfte  unb  SBiffenl- 
tpcrtefte  in  fnappfter  gorm. 

SJatur:  (£^  ift  gerabeju  erftaunli^,  tpie  e§  ber  rü^mlic^ft  befannte 
SSerlag  ermögüd)t,  für  fo  enorm  bißtgc  greife  fo  öoräügürf)  ouSge' 
ftattcte  2Bcrft^cn  ju  liefern.  2~a§  üorliegenbe  S5änbd)en  bringt  in 
fnapper  unb  Perftänblic^er  i^orm  ba§  SBiffen§mertefte  ber  aJJineroIogte 
jum  3hisbrud.  Saubere  9lbbilbungen  erleichtern  bem  ©c^üIer,  für  ben 
e§  in  erfter  2inie  beftimmt  ift,  ba§  SSerftänbniei. 

@Iobu§:  @§  ift  erftounlic^,  wie  viel  biefe  fleine  JJortenfunbe 
bringt,  o'^ne  an  Slar^eit  jU  üertieren,  inobei  noc^  ju  berücffid)tigen  ift, 
b.ife  bicle  Slbbilbungen  ben  Kaum  ftarf  beengen.  S?ortrefflid)  rcirb 
bie  ÄurtenprojcftionSte^re  unb  bie  Jopograpl)ie  geft^ilbert. 

9?ationaI jeitg.:  @g  ift  biS  je^t  in  ber  bcutfc^en  Sitterotur 
teo^I  no(^  nic^t  bogcwcfen,  baß  ein  fieinmanbbanb  Pon  faft  300  Seiten 
in  t)orjügIi(^er  2)rucf=  unb  ^apieraugftattung  ju  einem  ^reiS  ju  ^aben 
ttor,  »Die  i^n  bie  „Sommlung  ©öfcften"  in  i^rem  neueftcn  58onbc,  SKoj 


iiod)'4  &z\d)id]tt  bcr  i>eut|d)eu  IMttcratur  für  beit  betrag  Don  fage 
orfjti'fl  *45fcnuifle  ber  beutjct)eit  ycienuelt  bietet. 

*4Jraft.  6d)ulmaini:  (Sin  iliciftcrftücf  furjcu  unb  büiibiflca, 
unb  bod)  fJareu  unb  uiclfoflcubcu  ^luöbrucf»  luie  bie  „^euttdie 
£itteraturi]eid)iditc"  üoti  ^rof.  Di.  itüd)  ift  aud)  bie  öorlicijenbe  „X)cutf t^e 
®eirf)id)tc  im  DiiücloUer". 

^JJatut:  ^u  ber  Ciljcmic  öon  Dr.  ßleiit  empfangt  bcr  Sdjfilcr  faft 
mct)r,  tuie  er  al§  Sliifäuger  bcbarf,  minbc[teu§  aber  jo  öiel,  bnfj  er  bai 
Söiifenöiuiiibigi'lc  alä  uiieutbef)rlid)e  ©runblage  ^um  S8cr)'täub)iiiie  ber 
Stjemie  empfängt.  .  . 

Jtunft  f.  2(lte  (Snfmcijeu):  JB.  Xlimmid}  bcf)anbclt  in  feinem 
23önbd)en,  „3eid)enf d}ule"  benannt,  in  fun^pcr,  feriMoer,  foriilid)» 
jielbcwu^tcc  ^orm  ba§  rceite  (Gebiet  beö  bilbmäfjigcn  gcidnteng 
unb  DJaleng.  .  .  .  Ö51eid)  nnijbringenb  unb  in  reid)flcni  Dcaöe  bilbenb 
für  Se^rer,  Schüler  unb  £iebl)abertünftler,  mödjte  id)  ba»  wirflit^ 
»or3ÜgIid)C  töJerf  mit  luarmen  ancrfennenben  SBovten  ber  (iin* 
füftrung  in  ©d)ute,  S^anS  unb  SBertftatt  ^ugänglid)  mad)en.  2)ie  5lui9- 
ftattung  ift  babei  eine  fo  öorncfjme,  bafj  mir  ber  ^45ceiä  öon  80  Pfennigen 
für  ba^  gcbunbene  SBert  öon  138  Seiten  ff.  8°  mirfüc^  Iäd)erlid)  billig 
erfd)eint.  3lid)t  »ueniger  alä  17  2afeln  in  2on»,  ^axbew'  unb  (^olbbrucf, 
fomie  135  SSo((*  unb  3:e;rtbilber  illuftrieren  ben  äujier)t  gefunbcu  Üc^r» 
gong  biefer  3cid)enfdiu(e  in  fcinfäljIcHbcr  SBcife. 

^a^resber.  üb.  b.  t)M).  ©dm Im.:  .  .  .  .  2)a§  flar  9efd)rie- 
bene  unb  überiid}t(id)  gcorbnete  58ndield)cn  mirb  mie  für  Schüler  f)öt)eret 
Älaffen,  fo  aud)  für  \ihcn  CMebilbeten  eine  an5ief)ciibe  Seftüre  fein.  .  .  . 

Qdjrv'äb.  9Jier!nr:  *4>i'öf-  ^-  ^ioljlcr  in  Ulm  legt  un§  eine 
SarfteHung  ber  ebenen  (ycomctric  üor,  bie  bi»  jur  2Iu»meffung  bii 
Jheifeä  einfdjiiefjlid)  gef)t.  Jöefonbere  ©orgfalt  ift  ber  Slulmabl  unb 
2(norbnung  ber  gigurcn  ,^u  tcit  geiporben,  beren  faubere  2(u5fü(}rung 
in  2  {5"flrt£"  angcncljm  berül)rt. 

®  1 0  b  u  ä  •  .s>ocruc»,  Urgcid)id)tc.  Ter  bemä^rtc  ^^orfc^er  auf  üor- 
flefd)id)tliri)cm  (Gebiete  gicbt  I)iir  in  fnappfter  f^oriu  bie  Ie[irreid)e  3"* 
famm  enfleüung  bc»  äi'iifenC'iuertcftcn  bcr  Urgcfdjidjte.  Jöurtrcfflii^  gc- 
eiguet  jur  @iufüf)rung  unb  5um  Ucberblicf. 

^rcufjifdje  Sd)nl,^tg.:  Sie  ®d)rift  üon  ^ommel  „GJcfdjit^te 
keS  alten  aJiorgcnlaubcö'^  fann  nur  ninrm  cmpfol)lcn  roerbcn,  benn 
ber  SSerfaffcr  I)at  e»  ücrftanbcn,  auf  gcbrängtem  SRaume  einen  auf  ben 
neueften  gforfdiungen  bcrul)enben  trefflid)cu  Slbriß  ber  öefdjidjtc  bet 
olten  Ähilturuüifer  9lfienä  unb  2Iegt)pteuä  ju  liefern. 

Späfli^-  3tg-  (2Biifeiifcf). iSeii.):  „2;ie ^^sfloHsc" DonDr.S.ScHuert 
fönnon  mir  beftenä  empfcl)len.  S"  füv.^cftcr,  fnappefter,  fcljr  flarcr  unb 
t»erftiinblid)cr  g-orm  meiß  fein  ^^^eufaffer  alie»  SSiffenemertefte  über  ben 
inneren  unb  äufjeren  S3au  unb  über  bie  SebenSDcrridjtungen  ber  ^4>flait,se 
jur  'älnfd)auung  ^u  bringen,  mo'^n  feine  ganj  üortrcfflid)cn,  fclbftgc» 
jcirijnctcu  S'cjtabbilbungcu  anfscroibcntlid)  oiel  beitragen  I)elfen. 

Sc^mäb.  2JZer!ur:  2ie  y{ömifd)C  ^Utcrtumöfunbc  tjon  IM*.  2eo 
SSlod)  bel;aubelt  turä  unb  tlar  bie  '4^crfaiiung»geidiidite,  bie  £taat-5» 
gemalten,  :c>ecvmefen,  9icd)t»pflege,  giiw^ä^öefen,  ÄuUu»,  bas  ^auä,  bie 
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